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:مقدمة
تعد بحوث العملیات من العلوم التطبیقیة الحدیثة التي أحرزت نجاحا واسعا في مختلف مجالات الحیاة، ویتركز جوهر 

تخاذ إنشاط بحوث العملیات حول إنشاء النماذج وإستخدامها في حل المشكلات قید الدراسة،كما انها تساعد في 
.رات القرا

ولقد أصبحت الأنشطة الإداریة أكثر تعقیدا وتحتاج إلى القرارات الصحیحة وذلك لتجنب الخسائر الفادحة، ومع سیطرة 
ظروف عدم التأكد والتغیر السریع على المستقبل أصبح الإعتماد على أسلوب التجربة والخطأ او إستخدام القواعد 

ه الحالة لابد من إستخدام الطرق العلمیة وذلك لزیادة إحتمالیة المنطقیة عند إتخاذ القرار أمر غیر معقول، وفي هذ
الوصول إلى القرار المناسب، ویساعد أسلوب بحوث العملیات القائمین على المؤسسات الإداریة والصناعیة من تحدید 

.اهدافهم بشكل أكثر وضوحا  مع توفیر جمیع المعلومات للوصول إلى الحل الأمثل
:إلى طلبة السنة الثانیة لیسانس جمیع التخصصات وهي تضم المحاور التالیةوهذه المطبوعة موجهة

نشأة وتطور بحوث العملیات:المحور الأول
)Linear Programming(البرمجة الخطیة:المحور الثاني

)Graphical Méthod(الطریقة البیانیة:المحور الثالث

The(البرمجة الخطیة طریقة السمبلكس:المحور الرابع Simplex Méthod(

)Duality in linear programming(البرمجة الخطیة الثنائیة أوالإزدواجیة:المحور الخامس
)Integer Linear Programming)(البرمجة العددیة(البرمجة الخطیة بأعداد صحیحة:المحور السادس
Transportation(برمجة الأعداد الصحیحة مشاكل النقل:المحور السابع Problem(
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نشأة وتطور بحوث العملیات:المحور الأول
یمكن تقسیم مراحل تطور بحوث العملیات إلى ثلاث مراحل وهي:نشأة وتطور بحوث العملیات-01

حیثم،1885تعود جذور بحوث العملیات إلى عام ):مرحلة ما قبل الحرب العالمیة الثانیة(المرحلة الأولى 
على تطبیق التحلیل العلمي على الأنشطة الإنتاجیة، من خلال قیامه بتجارب )F.Taylor(فریدریك تایلورركز 

عدیدة للتوصل إلى الحمولة الملائمة من مادة معینة لیتمكن العامل من جرف أكبر كمیة ممكنة منها باستخدام 
.مبتغاةالجرافة وبأقل ما یمكن من الجهد،  وبعد قیامه بسلسلة من التجارب استطاع تایلور التوصل إلى 

أیضا في وضع اللبنات الأولى لهذا العلم، إذ توصل إلى )Henry.L.Gantt(هنري جانت ساهم العالم 
أسلوب علمي لجدولة العمل، من خلال خارطة عرفت باسمه وهي خارطة جانت لتخطیط أسالیب تحمیل 

إثره یتم تحدید وقت تسلیم المكائن من اجل تقلیل أیة تأخیرات یمكن أن تحدث في العملیة الإنتاجیة، وعلى 
.المنتج بشكل دقیق

نموذجا یمثل حجم الكمیة الاقتصادیة المعروفة في مجال )F.W.Harris(هاریس م وضع 1915وفي عام 
.السیطرة على المخزون

م مؤلفه حول المشاكل المتعلقة 1917في عام ) A.K.Erlang(في حین نشر عالم الریاضیات الدانمركي ارلینج 
لمكالمات الهاتفیة، ذ لم تستطع العاملات في البدالات من استلام كل المكالمات فور طلب الخدمة في بكثرة ا

فترات الذروة، مما أدى إلى حدوث تأخیرات في تلبیتها، وفي هذا الصدد، یمكن القول بأنه قد تم الاعتماد على 
ل الاستفادة من ملاحظاته لتقدیم أفضل مؤلف ایرلینج بعد عدة سنوات من قبل مكاتب البرید البریطانیة من خلا

.الخدمات البریدیة إلى الزبائن
لیفنسن وفي الثلاثینات من القرن المنصرم، تم تطبیق التحلیل السلعي من قبل العالم الفلكي 

)H.C.Levinson( إذ ركز جهوده على دراسة علمیة للعادات الشرائیة وسلوك المستهلكین ومدى استجابتهم،
.ترویج المختلفة مثل الإعلانلأسالیب ال

وقد أثرت الثورة الصناعیة بشكل كبیر على تطور بحوث العملیات،إذ اتسمت الفترة السابقة لتلك الثورة بصغر 
حجم المنظمات،كما و أن أداء الأعمال اتسم بكونه یدویا، وطور العمل بعد ذلك من خلال إحلال المكائن محل 

في مجالات النقل والمواصلات، مما أدى إلى صعوبة قیام المدیر بمختلف العمل الیدوي، فضلا عن التطورات
الخ، وعلیه كان لا بد من إیجاد تقسیم ...الوظائف الإداریة بمفرده من التخطیط للإنتاج، المبیعات والشراء

ومع التطور الخ، ....للوظائف الإداریة متمثلا بوظائف الإنتاج، التسویق، المالیة، الأفراد والبحث والتطویر 
الصناعي دعت الحاجة إلى تجزئة الوظائف الرئیسیة المشار إلیها إلى فروع أخرى، فمثلا تم تقسیم قسم الإنتاج 

.الخ....إلى فروع أمثال الصیانة، السیطرة على الجودة، تخطیط الإنتاج
ء الحرب العالمیة الثانیة تواصل تطور علم بحوث العملیات أثنا:المرحلة الثانیة خلال الحرب العالمیة الثانیة

من خلال استدعاء الإدارة العسكریة في بریطانیا لفریق عمل من العلماء،من اجل دراسة المشاكل الإستراتیجیة 
، من جامعة مانشستر )Patrick Blackett(والتكتیكیة للدفاع الجوي، تحت إشراف البروفیسور باتریك بلاكت 
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لماء منهم متخصصون في علم وظائف الأعضاء، واثنان في علم عضوا، ثلاثة ع11تكون فریق العمل من 
.الریاضیات الفیزیائیة، وعالم واحد في مجال الفیزیاء العامة واثنان في مجال الریاضیات البحتة

هدف الفریق إلى إیجاد أفضل توزیع للموارد العسكریة المحدودة على مختلف العملیات العسكریة، ومن ثم تطبیق 
ت للاستخدام الفاعل للرادارات وتوزیع القوة الجویة، وكان هذا الفریق هو الأول في مجال بحوث بحوث العملیا

.العملیات
لقد جاءت تسمیة بحوث العملیات، استنادا إلى مهمة الفریق القائمة على البحث في العملیات والمجالات 

.العسكریة
رى في كل من بریطانیا، الولایات المتحدة توصل الفریق إلى نتائج مشجعة، مما أدى إلى تشكیل فرق أخ

.الأمریكیة،كندا وفرنسا
لقد أدت النتائج التي توصل إلیها أثناء الحرب العالمیة الثانیة :المرحلة الثالثة ما بعد الحرب العالمیة الثانیة

العلم، ففي إلى تشجیع المدراء الصناعیین الباحثین عن الحلول للمشاكل التي كانت تواجههم للاهتمام بهذا
بریطانیا وبعد انتهاء الحرب العالمیة الثانیة انتقل استخدام بحوث العملیات من المجال العسكري إلى مجالات 
أخرى كالصناعة، الاجتماع، والاقتصاد إذ كان الاقتصاد البریطاني یواجه حالة ركود اقتصادي حاد، مما تطلب 

.وإیجاد أسواق جدیدةالبحث عن أسالیب جدیدة لزیادة فاعلیة الإنتاج 
بینما كان الوضع مختلفا في الولایات المتحدة الأمریكیة،إذ تم التركیز على بحوث العملیات الدفاعیة، ولم یؤشر 
له دور كبیر في المجال الصناعي، ولكن تزاید الاهتمام بعلم بحوث العملیات خلال الثورة الصناعیة الثانیة، 

الإنتاجیة واستبدال العامل بالماكنة، وفي الخمسینات من القرن الماضي وجه الاهتمام على اثر اتمتتة العملیات 
لعلم بحوث العملیات في الجامعات الأمریكیة إذ شكلت جمعیة متخصصة في مجال بحوث العملیات  عام 

ت م وهكذا استمر تطور هذا العلم تدریجیا، من خلال الاستفادة من علم الحاسوب في حل المشكلا1950
المتعددة التي تواجه المنظمات والمتعلقة بموضوعات خاصة ببحوث العملیات مثل البرمجة الخطیة،نظریة 
القرارات، شجرة القرارات، التنبؤ،نماذج النقل،مشاكل التخصیص، التحلیل الشبكي،نماذج المخزون، تحلیل 

.ل إلى القرار الأمثلوغیرها للتوص.... ماركوف، صفوف الانتظار، نظریة المباریات، والمحاكاة
اختلفت وجهات النظر وتباینت الآراء في إیجاد تعریف محدد لبحوث العملیات، فقد :مفهوم بحوث العملیات-02

، ویعد هذا التعریف تعریفا "بأنها علم الإدارة أي علم اتخاذ القرارات وتطبیقها"عرف دانتزیغ بحوث العملیات 
عملیات یمیزها من غیرها من المصطلحات، فبحوث العملیات لیست علم شاملا ولا یقدم مفهوما واضحا لبحوث ال

.اتخاذ القرارات وتطبیقها وإنما هي أدوات تستعمل مع غیرها من الأدوات الأخرى للمساعدة في اتخاذ القرارات
بأنها مدخل العلم المستخدم في حل المشكلات التي تصادف "بحوث العملیات Wagnerوقد عرف واجنر 

، وهذا التعریف یحدد نطاق بحوث العملیات بالإدارة العلیا للمشروعات في الوقت الذي "ة العلیا للمشروعاتالإدار 
Morseیتسع فیه نطاقها سواء أكان على نطاق الإدارة التنفیذیة أم الإدارة العلیا للمشروع، أما مورس وكمبال 

and Kimball العلمیة بتوفیر الأساس الكمي الذي  یمكن بأنها تطبیق الطریقة "فقد عرفا بحوث العملیات
:ومن هذا التعریف یمكن تحدید العناصر الرئیسیة لبحوث العملیات على النحو التالي" الإدارة من اتخاذ القرارات
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.استعمال الطریقة العلمیة- 
.الاعتماد على الأساس الكمي، مثل استعمال أدوات بحوث العملیات وأسالیبها- 
.من اتخاذ قرارات أكثر موضوعیةیمكن للإدارة - 

وعلى هذا الأساس یمكننا وضع تعریف محدد لبحوث العملیات على أنها تطبیق الطریقة العلمیة بتوفیر الأساس 
الكمي وباستعمال أدوات بحوث العملیات وأسالیبها كالبرمجة الخطیة والبرمجة العددیة، والبرمجة غیر الخطیة، 

.ك لتمكین الإدارة من اتخاذ قرارات أكثر موضوعیةالخ، وذل...والتحلیل الشبكي
علم تطبیقي تم تطویره لملاحظة فهم والتنبؤ بسلوك فقد عرفتها بأنهالجمعیة الأمریكیة لبحوث العملیاتأما- 

.وحل المشاكل العملیة من خلاله في مختلف المجالات مثل الأعمال الحكومة والمجتمع) الماكنة- الرجل(أنظمة 
على انه تطبیق الأسالیب العلمیة، الأدوات و التقنیات لحل مشاكل النظام لتوفیر السیطرة على وعرف أیضا

.العملیات والتوصل إلى حلول مثالیة
أما جمعیة بحوث العملیات الإنجلیزیة فقد عرفت بحوث العملیات ،بأنه تطبیق طرق العلم في المشكلات - 

الكبیرة، من القوى البشریة والآلیة والمواد والأموال في الصناعة النظم المركبة التي تنشأ عند توجیه وإدارة
ومنشآت الأعمال، والمنظمات الحكومیة ومنشآت الدفاع وذلك بحیث یتمثل المبدأ في إیجاد نموذج علمي 

.للنظام،وذلك بهدف مساعدة الإدارة في تحدید سیاستها وقراراتها بطریقة علمیة
دارة لاتخاذ القرارات من خلال توفیر المعلومات الكمیة المطلوبة والمبنیة على وعرفه آخرون على انه مساعدة للإ

.الأسالیب العلمیة
یمكن استنباط أهم خصائص بحوث العملیات من خلال التركیز على مفهومه، :خصائص بحوث العملیات-03

:هم تلك الخصائصأو 
النشاط في أي جزء من أجزاء المنظمة له تأثیر على اهتمام بحوث العملیات بالمشاكل أو بالنظام ككل، إذ أن - 

أنشطة بقیة الأجزاء الأخرى فیها، إذ أن اتخاذ أي قرار في جزء ما لابد من تحدید كل التفاعلات المحتملة 
.الخاصة بذلك الجزء وتحدید تأثیراتها على المنظمة ككل

م الریاضیات، الإحصاء،الفیزیاء، اعتماد بحوث العملیات على فریق عمل من العلماء المتخصصین بعل- 
.والاقتصاد، مما یعزز التوصل إلى حلول اقرب ما تكون إلى الحلول المثلى

.تطبیق الأسالیب العلمیة في حل المشاكل التي لازالت قید الدراسة- 
.استخدام الحاسوب في حل النماذج الریاضیة المعقدة، لاحتیاجها إلى حسابات متعددة، معقدة وطویلة- 
.وفیر معلومات كمیة للإدارة للاستفادة منها والاستعانة بها في اتخاذ القرار المناسبت- 
.الأخذ بنظر الاهتمام العوامل الإنسانیة من جهد ووقت وظروف العمل وغیرها- 
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نه یمكنأنظرا لتعدد تطبیقات بحوث العملیات یصعب حصرها إلا :مجالات تطبیق بحوث العملیات-04
:ذكر التطبیقات التالیة على سبیل المثال لا الحصر

.مشكلة نقل المواد- 
.مشكلة التعیین والتخصیص- 
.تخطیط الإنتاج- 
.تخطیط المالیة- 
.اختیار المیزانیة العامة- 
.تخطیط أنماط استهلاك الطاقة- 
.تحدید المواقع الخدمیة والإنتاجیة- 
.تخطیط رحلات الطیران والسكك الحدیدیة- 
.التخطیط والتحكم في المخزون- 
.تصمیم الشبكات الكهربائیة- 
.تخطیط الإشارات الضوئیة في الطرق- 
.تخطیط شبكات الري والصرف- 
.نظام صفوف الانتظار- 

.نظام المحاكاة
.تخطیط المشروعات

.الصیانة والسیطرة على التكالیف- 
.التنبؤ- 
.السیطرة النوعیة- 
.تقییم المشروعات- 
.اطرة وعدم التأكدظروف المخ- 

یعد الإستخدام المباشر للأرقام الریاضیة :مساهمة بحوث العملیات مدخلا كمیا في حل مشاكل الإدارة-05
والأسالیب والأدوات الكمیة حلقة الوصل في هذا المدخل التي تأتي ضمن ما یسمى ببحوث العملیات وذلك 

المعادلات (لتفسیر كثیر من مشكلات إدارة الأعمال، یعتمد المدخل الكمي الأرقام والعلاقات الریاضیة 
ة أساسا لتوضیح المشكلة، في حین تعتمد المداخل الأخرى لدراسة دارة الأعمال والنماذج الریاضی) والمتباینات

على المقارنة والوصف والتحلیل استنادا إلى أسالیب البحث والاستبیان، وهذه نقطة الاختلاف الجوهریة التي 
ع ضمن ما تعطي المدخل الكمي سمات خاصة، إذ یعتمد هذا الأخیر على عدد من الأسالیب والأدوات التي تق

یسمى ببحوث العملیات وذلك لتحدید ما هو مطلوب انجازه في الواقع العملي للمشكلة، فعلى سبیل المثال في 
مجال إدارة الإنتاج یتم تحدید المستلزمات من المواد الأولیة والأیدي العاملة وأیة مدخلات أخرى للعملیة 

.سالیب بحوث العملیات المحددة لهذا الغرضالإنتاجیة،مع بیان ماهیة المخرجات وذلك من خلال احد أ
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ویفسر بحوث العملیات بوصفها مدخلا كمیا لدراسة المشاكل الإداریة كافة من خلال النظر للمشكلة من زاویة 
كمیة وبعبارة أخرى تؤطر المشكلة لتكون نموذجا، وتتضح أهمیة بحوث العملیات مدخلا كمیا أیضا لدراسة 

:قع العملي لمنظمة الأعمال من خلال الأمور الآتیةالمشاكل الإداریة في الوا
تسهم بحوث العملیات في تقریب المشكلة الإداریة في الواقع بموجب صیغ عملیة مبسطة ونماذج 01- 05

.ریاضیة معینة تظهر مكونات المشكلة ضمن أطر من التفكیر العلمي المنظم والعقلاني
) البدائل(لریاضیة بالشكل الذي یوضح الفرص المختلفة عرض النماذج في مجموعة من العلاقات ا02- 05

.لعملیة اتخاذ القرارات وبما یسهم في تفسیر عناصر المشكلة والعوامل المؤثرة فیها
تعمیم المعاییر القیاسیة والمثالیة لإتخاذ القرارات، ذلك  بأن الإدارة التي تتمكن من وضع نموذج 03- 05

ن تطبق هذا النموذج في المستقبل عندما تواجهها مشكلة متماثلة وهكذا تدار ریاضي معین لمشكلة ما، تستطیع أ
.الأعمال المختلفة في الوظائف كافة لمعالجة المشاكل في الواقع العملي

ن التعامل مع أسالیب بحوث العملیات كافة في مختلف المشاكل الإداریة في منظمة الأعمال من شانه أن إ
الیب وهذه المشاكل، ویمكن أن یحدث التوافق التام بین هذه الأسالیب والمشاكل یرسخ العلاقة بین هذه الأس

الإداریة عامة عند استعمال نماذج معینة تحمل مسمیات متطابقة مع تلك الوظائف، كما هي الحال في استعمال 
.وهكذا...نماذج النقل في دارة النقل والتسویق ونماذج الخزین في دارة المخازن

أن أسالیب بحوث العملیات كافة یمكن أن تطبق في مختلف منظمات :یق بحوث العملیاتشروط تطب-06
:الأعمال الإنتاجیة منها والخدمیة، بشرط توفر على النحو التالي

وتعني أن الموارد التي تستعملها منظمة الأعمال سواء كانت ذلك في العملیة :محدودیة الموارد06-01
الإنتاجیة أم التجاریة وما شابه ذلك تتصف بكونها محدودة الكمیة من حیث توفرها وسهولة الحصول علیها، 

حث یمكن بمعنى آخر إن الموارد المتوافرة تحت تصرف منظمة الأعمال لا یوجد منها كمیات كبیرة إلى درجة ب
:الحصول علیها في أیة لحظة ومن دون عناء وكلفة، وینطبق هذا الشرط على ما یأتي

.الموارد المالیة على نحو عام-
.الموارد البشریة ذات الكفاءة المالیة والمتخصصة-
الموارد الأولیة التي یتم الحصول علیها مقابل ثمن وتؤلف نسبة مهمة من عنصر الكلفة للوحدة الواحدة من -

.المنتج
مساحات الأراضي ذات المواصفات النادرة، كما هي الحال مع مساحات الأراضي التي یتواجد فیها النفط -

یر الصالحة للزراعة غعد الصحراء الجرداء أو الأراضي أو مناجم الفحم والذهب وما شابه ذلك في حین قد لا ت
.من الموارد المحدودة، وبخاصة البلدان التي لدیها مساحات جغرافیة شاسعة

یقصد بهذا الشرط أن هناك أكثر من بدیل أو طریقة یتم بموجبها استلال الموارد :تعدد البدائل06-02
لعملیة الإنتاج وبالتحدید عن الموارد الأولیة الداخلة في صنع المتوفرة، فعند الحدیث عن المستلزمات الأساسیة

المنتج، یعني هذا الشرط أن هناك أكثر من طریقة لإستغلال هذه الموارد الأولیة، ومن الجدیر  بالذكر هنا أن 
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اقل اختیار البدیل الفضل أو الأمثل یخضع لمعاییر متعددة أهمها أن یحقق البدیل أعلى الفوائد والمنافع أو
.التكالیف والخسائر وهو ما یعرف بالبدیل الأمثل

متلازمان،أحدهما بالآخر عند تعلق الأمر بتطبیق أسالیب ) محدودیة الموارد وتعدد البدائل(إن هذین الشرطین 
:بحوث العملیات في منظمة الأعمال التي منها على سبیل المثال النماذج التالیة

.بأعداد صحیحةأسلوب البرمجة الخطیة والبرمجة - 
.أسلوب نماذج النقل- 
.أسلوب شبكات الأعمال- 
.أسلوب السیطرة على الخزین- 
.أسلوب تحلیل ماركوف- 
.أسلوب خطوط الانتظار- 

یستعمل احد هذه الأسالیب أو أكثر من أسلوب في كل وظیفة من الوظائف الإداریة وهذه الأخیرة تتشعب وتتنوع 
.الخدمي الذي تمارسه أیة منظمة أعمالبحسب نوع النشاط الإنتاجي أو 

على العموم یتم تطبیق بحوث العملیات والاستفادة من وسائلها عن طریق :النماذج في بحوث العملیات-07
صیاغة المشكلة على هیأة نموذج والنماذج متعددة ومختلفة الاستعمال وفي هذا المجال یتم التمییز بین نوعین 

:یة وهيمن النماذج أو الأسالیب الكم
نماذج ریاضیة تستعمل في ترشید القرار المطلوب اتخاذه من خلال تصمیم نظام مصغر یعبر بشكل 01- 07

أو بآخر عن النظام الفعلي ضمن ما یعرف بحالة المحاكاة للواقع بحیث أن حل المشكلة ضمن نظام المحاكاة 
.قتصادیة كلفویةیمكن أن یؤدي إلى حلها في الواقع العملي، ویرجع ذلك إلى أسباب ا

نماذج ریاضیة تستخدم في وضع مقیاس امثل للمقارنة بحیث یكون ذلك على أساس توفر الظروف 02- 07
والإمكانات المواكبة كافة التي تعد شرطا لكي یمكن أن یصبح الحل ممكنا كما هي الحال عند استعمال أسلوب 

اصر الإنتاج كافة ومن ثم تحدید حجم المنتج البرمجة الخطیة وبالتحدید طریقة السمبلكس في التخطیط لعن
الأمثل الذي یحقق الاستعمال الكامل لمستلزمات الإنتاج ویضمن اكبر العوائد الممكنة لمنظمة الأعمال وتشمل 

:النماذج الریاضیة على ثلاثة مجامیع أساسیة هي
قیمها عند حل النموذج وهنا یتخذ وهي المتغیرات التي یمكن الوصول إلى :المتغیرات المتعلقة باتخاذ القرار-

).بالقرارات المتغیرة(القرار وفقا للقیم المحددة لهذه المتغیرات ولذلك یمكن تسمیتها 
وهذه المحددات ضروریة في تكوین النماذج فمن الضروري أن تؤخذ بنظر :القیود أو محددات النموذج-

تي تدفع بالمتغیرات المتعلقة باتخاذ القرار بان تكون الاعتبار المحددات المادیة للنظام وهذه المحددات هي ال
.ضمن القیم الممكنة

) الربحیة(التي تظهر قیاس التأثیر الكلي ) المعادلة الریاضیة(دالة الهدف هي الصیغة الریاضیة : دالة الهدف-
، Min) تدنیة(أو للكلفة إذا كانت دالة الهدف من نوع تصغیر Maxإذا كانت دالة الهدف من نوع تعظیم 

.للمتغیرات المتعلقة باتخاذ القرار وهي التي تحدد مقدار الربح الكلي أو مقدار الكلفة الكلیة
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أهم هدف یتحقق عند استعمال بحوث العملیات هو لمساعدة الإدارة في :مراحل دراسة بحوث العملیات-08
، وتعد عملیة اتخاذ القرارات جوهر العملیة الإداریة بشكل عام، إذ یكرس المدراء جل )الأمثل(اتخاذ القرار الرشید

اهتماماتهم علیها، ویقصد بعملیة اتخاذ القرار بأنها مجموعة الخطوات التي یقوم بها متخذ القرار من اجل 
في هذا الصدد تسمیات ، وترد)مراحل استعمال بحوث العملیات(الوصول إلى الهدف الذي یسعى من اجله 

:مختلفة لهذه الخطوات إلا أنها بشكل عام تتمحور حول الترتیب والتسمیات الآتیة
.تعریف المشكلة قید البحث- 
.بناء النموذج- 
.حل النموذج- 
.صلاحیة النموذج- 
.تطبیق واعتماد النتائج- 

من مراحل الدراسة إلى تعریف واضح للمشكلة، والتي تتحدد بثلاث خطوات رئیسیة المرحلة الأولىوتحتاج 
:و على النحو الآتي

.تحدید واضح للأهداف المراد تحقیقها من خلال الدراسة- 
.تحدید واضح للبدائل المتعلقة باتخاذ القرار- 
.تحدید واضح للمحددات أو المتطلبات اللازمة لتحقیق الأهداف- 

فتتطلب تحدید شكل النموذج المطلوب فإذا كان النموذج المقدر صیاغته هو من صیغ المرحلة الثانیةأما 
النماذج الریاضیة فیمكن اللجوء إلى موضوع البرمجة الخطیة لدراسة المشكلة بینما إذا كانت الدراسة معقدة 

.حالة أكثر ملائمةوكبیرة فمن الممكن اللجوء إلى نماذج المحاكاة والتي تعد في هذه ال
وهنا الحل ) الحل هنا یعني إیجاد قیم المتغیرات للقرار(والمتعلقة بإیجاد حل للنموذج المقترح المرحلة الثالثةأما 

.یمثل النتیجة المثلى باستعمال نماذج الحل الأمثل
سلسلة زمنیة سابقة لمتغیرات فإنها تتعلق باختیار النتائج ویتم ذلك مثلا بمقارنة النتائج مع المرحلة الرابعةأما 

.القرار التي یشملها النموذج أو بعض النتائج التاریخیة
التي تتعلق بتطبیق النتائج التي تم التوصل إلیها في الحیاة العملیة وتأخذ شكل المرحلة الخامسةوأخیرا 

.المرحلة الأولىالتوجیهات أو التعلیمات إلى الإدارات المختلفة للوصول إلى النتائج التي رسمت في 



البرمجة الخطیة:المحور الثاني
)Linear Programming(



عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

9

البرمجة الخطیة: المحور الثاني
تعرف البرمجة الخطیة  بأنها أسلوب ریاضي یتعلق بالتخصیص الأمثل للموارد :تعریف البرمجة الخطیة-01

.النادرة
الإداریة وذلك للمساعدة في إتخاذ القرارات وتعرف أیضا بأنها أسلوب ریاضي یعتمد علیه لمعالجة المشاكل 

.الإقتصادیة لتحقیق أقصى مستوى من العوائد أو الوصول بالتكالیف إلى أدنى مستوى ممكن
طریقة ریاضیة لتخصیص الموارد النادرة"كما عرفت المنظمة العربیة للعلوم الإداریة البرمجة الخطیة بأنها - 

ف معین، حیث یكون من المستطاع التعبیر عن الهدف والقیود التي تحد من أو المحدودة من أجل تحقیق هد
."القدرة على تحقیقه في صورة معادلات أو متراجحات خطیة

لأسالیب التي تستخدم في علم بحوث العملیات، وهي طریقة ریاضیة تمكن من التوصل لأفضلاهي إحدى - 
أو أمثل الحلول الممكنة لمجموعة من المشاكل التي تتوافر فیها شروط ریاضیة معینة، فنجد ان كلمة البرمجة 
تشیر إلى الطریقة الریاضیة المنتظمة التي یتم على أساسها التوصل إلى الحل الأمثل للمشكلة موضوع التطبیق 

شیر إلى الشروط الواجب توافرها في المشكلة من بین كل الحلول المتاحة والممكنة، بینما نجد كلمة خطیة ت
موضوع التطبیق حتى یتسنى حلها بالبرمجة الخطیة وهذه الكلمة مستخدمة لوصف العلاقة بین متغیرین أو أكثر 

.وهي علاقة مباشرة وتتغیر بنفس النسبة
م بعدة خطوات لحل أیة مشكلة بإستخدام البرمجة الخطیة یتعین القیا:خطوات صیاغة البرمجة الخطیة-02

:تمثل مكونات نموذج البرمجة الخطیة وهذه الخطوات هي
وهناك نوعان من الأهداف المراد حلها بهذا الأسلوب :تحدید الهدف المنشود من وراء حل المشكلة02-01

هما تعظیم الأرباح إلى أقصى حد ممكن او تخفیض التكالیف إلى أدنى مستوى، ویصاغ الهدف من وراء حل 
objective Functionضمن النموذج الریاضي للمشكلة على شكل دالة خطیة تسمى دالة الهدف المشكلة 

وهي مجموعة المحددات التي تحد من درجة تحقیق الأهداف وعملیة :constraintsتحدید القیود02-02
تحقیق الهدف تشترط الإستجابة لهذه المتطلبات بشكل جماعي وهناك ثلاثة أنواع من القیود

قید یتضمن أضغر او یساوي-أ  وهذا القید یتضمن حدا أعلى لكمیات الموارد المتاح إستخدامها لا یجوز،
.تجاوزه

قید یتضمن أكبر او یساوي-ب وهذا القید یتضمن الحد الأدنى الواجب تحقیقه ،.
قید یتضمن المساواة - ج وهذا القید یستوجب تحدید كمیات الموارد المتاحة للإستخدام بدقة وبالضبط ،.

ویعني هذا الشرط ان جمیع قیم المتغیرات :Non-negativity constraintsشرط عدم السلبیة 02-03
.في المشكلة قید الدراسة حقیقیة وغیر سالبة أي یجب أن تكون القیم موجبة أو صفریة

یعتمد نموذج البرمجة الخطیة على مجموعة من الفروض :الفروض الأساسیة لنموذج البرمجة الخطیة-03
:الأساسیة وهي

وفقا لهذا الفرض تكون إدارة المنظمة على علم تام وتأكد تام فیما یتعلق بكافة :فرض التأكد التام03-01
.یقهالبیانات المتعلقة بدالة الهدف والقیود الموجودة على تحق
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.یقضي هذا الفرض بأن العلاقة بین متغیرات المشكلة علاقات خطیة:فرض الخطیة03-02
في ضوء هذا الفرض فإنه یجب ان تكون كافة القیم المرتبطة بالحلول النهائیة : فرض عدم السلبیة03-03

.إما صفریة أو موجبة أي لا تكون هناك قیم سالبة
ویقضي هذا الفرض بأن الحلول الممكنة لیس من الضروري:تقسیمفرض القابلیة للتجزئة او ال03-04

.و صحیحة أو كلیهماأن تكون أرقام كسریة أولكن یمكن ، أن تكون أرقام صحیحة فقط 
أي أن هامش مساهمة الوحدة ثابت، ولتحقیق هذا الفرض یستلزم :فرض ثبات هامش مساهمة الوحدة03-05

.النظر عن حجم الإنتاجثبات سعر بیع الوحدة بغض 
یتطلب إستخدام البرمجة الخطیة ضرورة توافر عدة شروط نوردها على :شروط إستخدام البرمجة الخطیة-04

النحو التالي
یجب أن یكون هناك هدف یراد تحقیقه، وعادة یكون هذا الهدف هو تعظیم الأرباح إلى أقصى04-01

ما یمكن أو تخفیض التكالیف إلى أدنى ما یمكن وذلك حتى یمكن صیاغة المشكلة في صورة نموذج ریاضي 
.وفقا لأسلوب البرمجة الخطیة

یجب ان تكون عناصر المشكلة ومتغیراتها قابلة للقیاس الكمي،بمعنى أنه یمكن قیاسها كمیا، وعلى 04-02
ذلك فإن العناصر والمتغیرات التي لا یمكن التعبیر عنها في صورة كمیة لا یمكن إدراجها في النموذج الریاضي 

.مجة الخطیةللبر 
بمعنى أنه یمكن للمتغیرات أن تأخذ قیما أو كمیات یجب أن تكون متغیرات المشكلة قابلة للتجزئة، 04-03

.كسریة،أي جزء من وحدة القیاس،أي یسمح بإنتاج كسور من المنتج النهائي في برنامج الإنتاج الأمثل
یجب أن تكون الإدارة في حالة تأكد تام فیما یتعلق بالعوامل والمتغیرات الخاصة بالمشكلة كالموارد 04-04

حتمالات في أسلوب البرمجة للإلتقني ونتائج البرامج المختلفة، وهذا یعني أنه لا مجال المتاحة والمستوى ا
الخطیة حیث أنه من الأسالیب المحددة وهذا یعني أن هذا الأسلوب یصلح للتطبیق في محیط التأكد وفي حالة 

.توفر المعلومات التامة ولا یصلح إستخدامه في محیط المخاطرة وعدم التأكد
.یجب ان تكون كل العلاقات بین المتغیرات المشكلة الخطیة،أي یكون بینها علاقة أو تناسب طردي04-05
یجب أن تأخذ جمیع متغیرات المشكلة قیما أو كمیات موجبة او تكون مساویة للصفر، أي لایسمح لها 04-06

.بأن تأخذ قیما أو كمیات سالبة
دة، وهذا یعني ان أسلوب البرمجة الخطیة أسلوب ثابت غیر یجب أن یتم التعامل مع فترة زمنیة واح04-07

.حركي لا یهتم بدراسة أثر النتائج في فترة معینة على الفترات الأخرى
یجب أن تكون عوامل المتغیرات في كل من الهدف والموارد الإقتصادیة المتاحة ثابتة خلال الفترة 04-08

.البرنامج الأمثلفیهاالزمنیة التي یعد 
یجب أن یكون هناك حدودا ثابتة للموارد الإقتصادیة المتاحة، حیث أنه لولا وجود مثل هذه الحدود 04-09

.الثابتة أو القیود لما كان هناك مشكلة أصلا، ولما كان هناك داعي لإستخدامها
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یجب أن یكون هناك بدائل یتم الإختیار بینها، وقد تأخذ تلك البدائل صورة تشكیلات مختلفة 04-10
.من المنتجات

یمكن تعریف عملیة بناء نموذج البرمجة الخطیة بأنه :صیاغة النموذج الریاضي لأسلوب البرمجة الخطیة-05
ترجمة لمشكلة توجد في الواقع في شكل مجموعة من المعادلات الریاضیة، فمن أجل تكوین نموذج البرمجة 

موجودة والتي تعبر عن المشكلة في شكل علاقات ریاضیة الخطیة فإن الأمر یتطلب إعادة صیاغة البیانات ال
حتى یمكن لنا أن نستخدم الأسلوب الریاضي لمعالجتها، ویمكن صیاغة أي مشكلة في شكل نموذج البرمجة 

:الخطیة من خلال عدة خطوات وهي
، هل هي تعظیم ربح أو تدنیة التكالیف)objective Function(تحدید إتجاه دالة الهدف :05-01
.تحدید المتغیرات الواجب إتخاذ قرار بشأنها ووضع رموز إفتراضیة لها:05-02
لها حالتین هما: صیاغة دالة الهدف:05-03
یكون المطلوب هو تعظیم هذه الدالة أي تحقیق النهایة العظمى لدالة الربح، :حالة تعظیم الأرباح01- 05-03

:ممكنة، وتعطى دالة الربح بالصیغة الریاضیة التالیةبمعنى إختیار الخطة التي تحقق للمشروع أكبر أرباح
ربح الوحدة من +عدد الوحدات المنتجة من السلعة الأولى×ربح الوحدة من السلعة الأولى):Z(إجمالي الربح 
عدد الوحدات ×nربح الوحدة من السلعة+..........+عدد الوحدات المنتجة من السلعة الثانیة×السلعة الثانیة

nالمنتجة من السلعة 
  n n1 1 2 2 3 3MAX Z C X C X C X .................. C X    

یكون المطلوب هو تخفیض دالة التكلفة أي تحقیق النهایة الصغرى لهذه :حالة تدنیة التكالیف02- 05-03
:الدالة،بمعنى إختیار الخطة التي تحقق للمشروع أقل تكلفة ممكنة، وتعطى دالة التكلفة بالصیغة الریاضیة التالیة

تكلفة الوحدة +عدد الوحدات المنتجة من السلعة الأولى×تكلفة الوحدة من السلعة الأولى):W(إجمالي التكلفة 
عدد ×nتكلفة الوحدة من السلعة+..........+عدد الوحدات المنتجة من السلعة الثانیة×من السلعة الثانیة

nالوحدات المنتجة من السلعة 
  n n1 1 2 2 3 3MIN W C X C X C X .................. C X    

إتجاه ،حیث یأخذ )المتراجحات(صیاغة القیود المفروضة على دالة الهدف وتحدید إتجاه المتباینات 04- 05
:المتباینات ثلاث حالات هي

و على الأقلأالأدنىلا یقل عن أو الحد : إذا كان المتوفر مشروط بأحد الكلمات التالیة01- 04- 05
من أو یساوي أكبر، جمیع هذه الكلمات تعني عنو یزیدأأو أكثر من  .

لایزید عن أو الحد الأقصى أو على الكثر: بأحد الكلمات التالیةإذا كان المتوفر مشروط 02- 04- 05
أو أقل من او لا یزید عن ،جمیع هذه الكلمات تعني أصغر من أو یساوي  .

إذا كان المتوفر مشروط بعبارة الإستخدام التام أو الكامل جمیع هذه الكلمات تعني المساواة03- 04- 05 .
عدم سلبیة (مثل قیود عدم السلبیة : قیود اخرى على المتغیرات التي تدخل في تركیب النموذج05- 05

فقط، حیث أن الأولعند حل المشكلة بیانیا أن یتم العرض البیاني للعلاقات في الربع وهذا یتطلب) المتغیرات
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قیم كل من  1X و 2X موجبة، وعند حل المشكلة جبریا أو بإستخدام طریقة السمبلكس فإن قیم المتغیرات
:تكون موجبة ویمكن التعبیر عن ذلك ریاضیا كمایلي

    n n1 1 2 2 3 3MAX Z or MIN W C X C X C X .................. C X    

:في ظل القیود التالیة

n11 1 12 2 13 3 1n 1a X a X a X ......... a X  b


    


n21 1 22 2 23 3 2n 2a X a X a X ......... a X  b

.             .            .              .        .

.             .


    



mn nm1 1 m2 2 m3 3

  .                         .        .
.             .            .              .        .

a X a X a X ......... a X


     mb



















 

n1:          شرط عدم السلبیة 2 3X ,X ,X ,.........,X 0

كل سلعة منهما لابد وأن تمر على ثلاث ) Y(والسلعة ) X(شركة ما تقوم بتصنیع سلعتین هما السلعة :01مثال
08إلى ) X(، یحتاج تصنیع الوحدة الواحدة من السلعة )A3(وأخیرا الآلة) A2(ثم الآلة ) A1(آلات وهي الآلة 
، ویحتاج تصنیع الوحدة الواحدة )A3(دقیقة على الآلة 12و)A2(على الآلة دقائق 06و) A1(دقائق على الآلة

،فإذا )A3(دقیقة على الآلة 04و)A2(دقائق على الآلة 10و) A1(دقائق على الآلة06إلى )Y(من السلعة 
ن ساعة أسبوعیا،والحد الأقصى للمبیعات م150علمت ان الطاقة القصوى لكل آلة من الآلات الثلاثة هي 

وحدة أسبوعیا، 2500هو ) Y(وحدة أسبوعیا،أما الحد الأقصى للمبیعات من السلعة 3500هو ) X(السلعة 
دج850هو ) Y(دج، وربح الوحدو الواحدة من السلعة 900هو ) X(وكان ربح الوحدة الواحدة من السلعة 

الإنتاج الأمثل من السلعتین لتحقیق صیاغة النموذج الریاضي لمشكلة البرمجة الخطیة لتحدید حجم :المطلوب
أكبر ربح ممكن؟

:الحل
بیانات المشكلة السابقة في الجدول التاليتلخیص قبل التطرق لخطوات صیاغة مشكلة البرمجة الخطیة، یمكننا 

ربح الوحدة 
الواحدة

الحد الأقصى 
)A3()A2()A1(للمبیعات

)X(السلعة9003500061208
)Y(السلعة 8502500041006

الطاقة القصوى150150150
MAXبما أن المسألة هي تعظیم الأرباح فتكون الدالة من النوع :تحدید دالة الهدف-01
:من السلعتین فإن متغیرات القرار هماالأمثلبما أن المسألة هي تعظیم الحجم :تحدید متغیرات القرار-02

الآلات
السلع



عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

13

X1: الواحدات اللازم إنتاجها من السلعة یمثل عدد)X(
X2 : یمثل عدد الواحدات اللازم إنتاجها من السلعة)Y(
تأخذ الشكل التالي:صیاغة دالة الهدف-03

ربح الوحدة من السلعة +)X(عدد الوحدات المنتجة من السلعة ×)X(ربح الوحدة من السلعة):Z(إجمالي الربح 
)Y(× السلعةعدد الوحدات المنتجة من)Y(.

:وتأخذ دالة الهدف الصیغة الریاضیة التالیة
   1 1 2 2 1 2MAX Z C X C X MAX Z 900X 850X   

نجد أن ھناك نوعان من القیود، قیود خاصة بالطاقة القصوى المتاحة للآلات وقیود :یود المشكلةقصیاغة -04
.خاصة بالحد الأقصى المتاح للمبیعات

ویتضمن ثلاث معادلات بالنسبة لكل آلة:قیود الطاقة القصوى04-01
A1(                 :1(قید الطاقة القصوى للآلة - 206 15008X X 

A2(                 :1(قید الطاقة القصوى للآلة - 210 15012X X 

A2(                 :1(قید الطاقة القصوى للآلة - 204 15006X X 

ویتضمن معادلتین ھما: قید المبیعات04-02
X(                                 :1(قید مبیعات السلعة - 3500X 

Y(                                 :2(قید مبیعات السلعة - 2500X 

بماأن الكمیات الواجب إنتاجھما من السلعتین لا یمكن ان تاخذ القیم السالبة وعلیھ یكون : شرط عدم السلبیة-05
1:              شرط عدم السلبیة كمایلي 2X ,X 0

:وبالتالي یمكن كتابة النموذج الریاضي للمشكلة السابقة كما یلي
 

1

1

1

1

1 2

2

2

2

2

1 2

S / C

150

150

150

MAX Z 900X 850X

X

X

X

3500
X 2500

X ,X 0

08X 06
12X 10
06X 04
X


















 

 

 

 



:ملاحظة هامة
إذا كان القرار تعظیم ربح وكانت الطاقة غیر مشروطة نجعل المتراجحة أقل من أو یساوي -  
من أو یساوي أكبروكانت الطاقة غیر مشروطة نجعل المتراجحة تقلیل التكلفةإذا كان القرار -  

دج للكلغ الواحد،وخلیط آخر من 2000بسعر ) X(تقوم أحد المستشفیات بشراء خلیط من الطعام :02مثال
) A(وحدة فیتامین 200على ) X(الطعام دج للكلغ الواحد، ویحتوي كل كلغ من1800بسعر ) Y(الطعام 
180وعلى ) A(وحدة فیتامین 250على ) Y(،كما یحتوي كل كلغ من الطعام )B(وحدة فیتامین 300وعلى 

وحدة 2800على الأكثر، و ) A(وحدة فیتامین 3200، فإذا كانت حاجة المستشفى الیومیة)B(وحدة فیتامین 
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كلغ وعدد الكیلوغرامات من 85على ) X(على الأقل، كما انه لا یزید عدد الكیلوغرامات من الطعام) B(فیتامین 
كلغ75على ) Y(الطعام 

؟یاضي لمشكلة البرمجة الخطیة صیاغة النموذج الر:المطلوب
:الحل

بیانات المشكلة السابقة في الجدول التاليتلخیصقبل التطرق لخطوات صیاغة مشكلة البرمجة الخطیة، یمكننا 
تكلفة الوحدة 

الواحدة
الحد الأقصى 

)B()A(للمبیعات

)X(الطعام20003500300200
)Y(الطعام18002500180250

الطاقة القصوى28003200
MINفتكون الدالة من النوع تدنیة التكالیفبما أن المسألة هي : تحدید دالة الهدف-01
:فإن متغیرات القرار هماتدنیة خلیط الطعامبما أن المسألة هي :تحدید متغیرات القرار-02
X1: الطعامخلیط یمثل عدد الواحدات اللازم إنتاجها من)X(
X2 : خلیط الطعامیمثل عدد الواحدات اللازم إنتاجها من)Y(
تأخذ الشكل التالي:صیاغة دالة الهدف-03

تكلفة الوحدة من +)X(عدد الوحدات المنتجة من السلعة ×)X(تكلفة الوحدة من السلعة:)W(إجمالي التكلفة 
.)Y(عدد الوحدات المنتجة من السلعة×)Y(السلعة 
:دالة الهدف الصیغة الریاضیة التالیةوتأخذ 

   1 1 2 2 1 2MIN W C X C X MIN W 2000X 1800X   

للفیتامیناتنجد أن ھناك نوعان من القیود، قیود خاصة بالطاقة القصوى المتاحة :یود المشكلةقصیاغة -04
.بالطعام من النوعینوقیود خاصة 

ویتضمن معادلتین بالنسبة لكل فیتامین:قیود الطاقة القصوى04-01
A(           :1(الطاقة القصوى للفیتامین قید- 2 3200200X 250X 

B(             :1(القصوى للفیتامینقید الطاقة - 2300X 180X 2800 

ویتضمن معادلتین ھما: الطعام من النوعینقید04-02
X(                     :1(الطعام قید - 85X 

Y(                 :2(الطعامقید - 75X 

بماأن الكمیات الواجب إنتاجھما من السلعتین لا یمكن ان تاخذ القیم السالبة وعلیھ یكون : شرط عدم السلبیة-05
1:              شرط عدم السلبیة كمایلي 2X ,X 0

:وبالتالي یمكن كتابة النموذج الریاضي للمشكلة السابقة كما یلي

الفیتامین
الطعام
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1

2

1 2

1 2

1 2

1 2

200X 250X 3200

300X 180X 2800

S / C 85

75

X
X

MIN W 2000X 1800X

X ,X 0














 
 



 



یمكن ان نمیز ثلاث انواع من الصیغ وهي:صیغ البرمجة الخطیة-06
وشروط هذه الصیغة هي:الصیغة العامة06-01
MINأوMAXأن تكون دالة الهدف مكتوبة على شكل -
مكتوبة بإشارة أقل أو یساوي أو اكبر أو یساويأن تكون القیود -
.المتغیرات تكون إما مقیدة أو غیر مقیدة بإلإشارة-

بإحدى الصیغ التالیةیمكن كتابتها:تعظیم الأرباحةالصیغة العامة في حال01- 06-01
تأخذ الشكل التالي:الصیغة المختصرة-01

:                            دالة الهدف-  
n

j j
j 1

MAX Z C X




:             الشروط الخطیة- 
n

ij j i
j 1

a X b     ,   i=1,2,3,.......,m



j:                  شرط عدم السلبیة-  0  ;X j=1,2,3,.........,n

تأخذ الشكل التالي:الصیغة المفصلة-02
  n n1 1 2 2 3 3

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3

S / C

MAX Z C X C X C X .................. C X

a X a X a X .......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b
.                .            .



    

    
    
    

 .             .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .

1 2 3 n

mn n mm1 1 m2 2 m3 3

X ,X ,X ,..........,X 0

      .             .          .
 a X a X a X ......... a X  b














 


    

تأخذ الشكل التالي:صیغة المصفوفات-
 MAX Z CX

AX B
S / C

X 0




  

:حیث
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C هو شعاع سطر منnR       :n1 2 3C ,C ,C ,..........,CC   

B شعاع عمود منmR

X الشعاع المطلوب إیجاده منnR

A مصفوفة من الرتبة m n

1 111 12 12 1n

2 221 22 23 2n

31 32 33 3n 33

mnm1 m2 m3 nm

b Xa a a . . a
b Xa a a . . a

a a a . . a Xb  , B=   , X=
. . . . . . ..
. . . . . . ..
a a a . . a Xb

A

    
    
    
    
    
    
    
    
        



بإحدى الصیغ التالیةیمكن كتابتها:تقلیل التكالیفالصیغة العامة في حالة 20- 06-01
تأخذ الشكل التالي:الصیغة المختصرة-01

:                               دالة الهدف-  
n

j j
j 1

MIN W C X




:             الشروط الخطیة- 
n

ij j i
j 1

a X b     ,   i=1,2,3,.......,m



j:            شرط عدم السلبیة-  0  ;X j=1,2,3,.........,n

تأخذ الشكل التالي:الصیغة المفصلة-02
  n n1 1 2 2 3 3

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3

S / C

MIN W C X C X C X .................. C X

a X a X a X .......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b
.                .            .



    

    
    
    

 .             .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .

1 2 3 n

mn n mm1 1 m2 2 m3 3

X ,X ,X ,..........,X 0

      .             .          .
 a X a X a X ......... a X  b














 


    

تأخذ الشكل التالي:صیغة المصفوفات-
MINW CX

AX B
S / C

X 0




  

:حیث
C هو شعاع سطر منnR       :n1 2 3C ,C ,C ,..........,CC   
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B شعاع عمود منmR

X الشعاع المطلوب إیجاده منnR

A مصفوفة من الرتبة m n

1 111 12 12 1n

2 221 22 23 2n

31 32 33 3n 33

mnm1 m2 m3 nm

b Xa a a . . a
b Xa a a . . a

a a a . . a Xb  , B=   , X=
. . . . . . ..
. . . . . . ..
a a a . . a Xb

A

    
    
    
    
    
    
    
    
        



شروط هذه الصیغةمن:الصیغة القانونیة06-02
.فقطMAXأن تكون دالة الهدف من نوع -
.أن تكون القیود مكتوبة على شكل متباینات بإشارة أقل أو یساوي فقط-
.أن تكون المتغیرات مقیدة بالإشارة-

:الخطیة هي نفسها بالصیغتین العامة والقانونیة وكمایليأما مكونات نموذج البرمجة
:لنموذج البرمجة الخطیة الصیغة التالیةوتأخذ الصیغة القانونیة 

  n n1 1 2 2 3 3

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3

S / C

MAX Z C X C X C X .................. C X

a X a X a X .......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b
.                .            .



    

    
    
    

 .             .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .

1 2 3 n

mn n mm1 1 m2 2 m3 3

X ,X ,X ,..........,X 0

      .             .          .
 a X a X a X ......... a X  b














 


    

:ویمكن إختصار الصیغة القانةنیة لنموذج البرمجة الخطیة كمایلي
 

j

n

j j
j 1

n

ij j i
j 1

0                , X j=1,2,3,.........,

MAX Z C X

a X b     ,   i=1,2,3,.......,m

n















وتستخدم الصیغة القانونیة في بعض الحالات الخاصة لنماذج البرمجة الخطیة،إذ یمكن تحویل الصیغة العامة 
:الصیغة القانونیة بإستخدام القواعد التالیةإلى 
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وبالعكس بضرب دالة ) Maximized(لدالة الهدف إلى تعظیم ) Minimized(یمكن تحویل التصغیر - 01
:                     ،أي)- 01(الهدف في    MAX Z MIN Z 

:     إذا كانت لدینا دالة الهدف من الشكل التالي   n n1 1 2 2 3 3MIN W C X C X C X ......... C X    

:                              تصبح كالتالي  n n1 1 2 2 3 3MAX W C X C X C X ......... C X      

یمكن تحویل القید أكبر من أو یساوي- 02 إلى أصغر من أو یساوي المتراجحة فيطرفيبضرب
n11:،أي)- 01( 1 12 2 13 3 1n 1a X a X a X .......... a X  b    

n11یصبح القید كالتالي  1 12 2 13 3 1n 1a X a X a X .......... a X  b      

من والثانیة أكبر إذا كانت إشارة القید مساواة فیتحول القید إلى متباینتین أحدهما أقل أو تساوي الطرف الأی- 03
:كمایلي) -01(او تساوي الطرف الأیمن ثم یتم تحویل المتباینة الثانیة إلى أقل أو یساوي بضرب طرفیها في 

n11 1 12 2 13 3 1n 1a X a X a X .......... a X  b    

:هذا القید یكافئ القیدین التالیین
n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b





    
    

:كمایلي) - 01(شروط الصیغة القانونیة یتم ضرب طرفي المتباینة الثانیة في وحتى یتم تحقیق
n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b





    
      

إلى قیدین من نوع أصغر من أو یساوي في الحالتین ) absolute value(یمكن تحویل قید القیمة المطلقة - 04
:التالیتین

:الشكل التاليإذا كانت القیمة المطلقة للقید أقل أو تساوي وب01- 04
n11 1 12 2 13 3 1n 1a X a X a X .......... a X  b    

:یتم تحویل القیمة المطلقة إلى قیدین كالتالي
n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b





    
     

:نجد) - 01(وبضرب طرفي المتباینة الثانیة في 
n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b





    
     

:إذا كانت القیمة المطلقة للقید أكبر من أو تساوي02- 04
n11 1 12 2 13 3 1n 1a X a X a X .......... a X  b    

:یتم تحویل القیمة المطلقة إلى قیدین كالتالي
n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b





    
     

:نجد) - 01(وبضرب طرفي المتباینة الأولى في 
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n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b





      
     

إذا كانت القیمة المطلقة للقید تساوي- 05
n11 1 12 2 13 3 1n 1a X a X a X .......... a X  b    

:كالتاليمتبایناتیتم تحویل القید إلى أربع 
n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b









    
    
     
     

:كالتالي) -01(یتم ضرب طرفي المتباینة الثانیة والرابعة في 
n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b









    
      

     
     

:إلى متغیرین غیر سالبین كالتالي) unrestricted sign(یمكن تحویل المتغیر غیر المقید في الإشارة - 06
/ / / / / /

i i i i i     , , 0X X X XX  

:وهنا نمیز ثلاث حالات
/إذا كان                                                                           -  //

i i i 0X X X 

/إذا كان                                                                           -  //
i i i 0X X X 

/إذا كان                                                                           -  //
i i i 0X X X 

حول الصیغة العامة للبرمجة الخطیة إلى الصیغة القانونیة:مثال
  1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

Z 02X 03X 05X

X X X 05

06X 07X 09X 15
S/ C

04X 06X 05X 13

X ,X 0 , X

MIN








  

   
   


  

 

:الحل
حر أي غیر مقید بإشارة لذلك یتم تحویله هو متغیرالقانونیة نلاحظ ان المتغیر الثالثقبل التحویل إلى الصیغة 

/: بالشكل التالي / /
3 3 3X XX  

:قبل تحویلها غلى الصیغة القانونیةالتالیة المفصلة نحول الصیغة العامة إلى  الصیغة
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/ / /
3 31 2

/ //
1 2 3 3

/ //
1 2 3 3

/ //
1 2 3 3

/ //
1 2 3 3

/ //
1 2 3 3

/ //
1 2 3 3

Z

, ,

Z MAX 02X 03X 05 X X

X X X X 05

06X 07X 09 X X 15

06X 07X 09 X X 15
S/ C

04X 06X 05 X X 13

04X 06X 05 X X 13

X ,X X X 0

MIN    















  

    

    

    


   

    



) - 01(في ) 05(و) 03(و) 01(الصیغة السابقة إلى الصیغة القانةنیة بضرب طرفي المتباینة رقم یتم تحویل 
:كالتالي

     
 

 
 
 
 

/ / /
3 31 2

/ //
1 2 3 3

/ //
1 2 3 3

/ //
1 2 3 3

/ //
1 2 3 3

/ //
1 2 3 3

/ //
1 2 3 3

Z

, ,

Z MAX 02X 03X 05 X X

X X X X 05

06X 07X 09 X X 15

06X 07X 09 X X 15
S/ C

04X 06X 05 X X 13

04X 06X 05 X X 13

X ,X X X 0

MIN    















  

    

    

    


   

    



إن الفرق بین الصیغة القیاسیة لنموذج البرمجة الخطیة والصیغة العامة لنموذج :الصیغة القیاسیة06-03
:البرمجة الخطیة یتمثل بمایلي

أو من نوع ) MAX(في الصیغة العامة لنموذج البرمجة الخطیة تكون إما من نوع ) Z(الهدف دالة - 01
)MIN(وكذلك تكون في الصیغة القیاسیة لنموذج البرمجة الخطیة ،.

علامات القیود في الصیغة العامة لنموذج البرمجة الخطیة تكون إما في شكل- 02 , ,   بینما تكون في،
یغة القیاسیة لنموذج البرمجة الخطیة على شكل مساواة فقط الص  وذلك بعد إضافة المتغیرات الوهمیة او ،

غیر سالبة ویرمز لها بالرمز) Slack Variables(الراكدة أو متغیرات الفوائض  iS 0 وتكون بشكل ، S

دما تكون إشارة المتباینة أقل من أو تساوي عن  و ، Sأكبر من او تساوي عندما تكون إشارة المتباینة
  ولا نضیف أي شیئ في حالة المساواة ، وفق الحالات التالیة،

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b

a X a X a X .......... a X b







    
    
    

:یتم تحویل القیود إلى الصیغة القیاسیة كمایلي
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i

i

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n11 1 12 2 13 3 1n 1

S

S

a X a X a X .......... a X b

a X a X a X .......... a X  b

a X a X a X .......... a X b








    
    
    

الطرف الأیمن للقیود یكون غیر سالب - 03 ib.
معاملات المتغیرات الوهمیة او الراكدة في دالة الهدف تاخذ بمعامل صفر- 04

لنموذج البرمجة الخطیة في حالة التعظیم بالشكل التاليوتكون الصیغة القیاسیة 
:الصیغة العامة بالشكل التالي- 

  n n1 1 2 2 3 3

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3

S / C

MAX Z C X C X C X .................. C X

a X a X a X .......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b
.                .            .



    

    
    
    

 .             .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .

1 2 3 n

mn n mm1 1 m 2 2 m 3 3

X ,X ,X ,..........,X 0

      .             .          .
 a X a X a X ......... a X  b














 


    

:الصیغة القیاسیة بالشكل التالي
  1 2 3 mn n1 1 2 2 3 3

n11 1 12 2 13 3 1n 1 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3 3

0S 0S 0S ......... 0S

=

S / C

MAX Z C X C X C X .................. C X

a X a X a X .......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S  b
.

    









    

   
    
    

           .            .           .           .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .   .             .          .
.

1 2 3 n

mn n m mm1 1 m2 2 m3 3

m1 2 3X ,X ,X ,..........,X 0, , , ,....., 0

                .            .  .             .          .
 a X a X a X ......... a X S  b

 S S S S












 
  


    

الصیغة القیاسیة لنموذج البرمجة الخطیة في حالة التقلیل بالشكل التاليوتكون - 
:بالشكل التاليالصیفة العامة 
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  n n1 1 2 2 3 3

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3

S / C

MIN W C X C X C X .................. C X

a X a X a X .......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b
.                .            .



    

    
    
    

 .             .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .

1 2 3 n

mn n mm1 1 m 2 2 m 3 3

X ,X ,X ,..........,X 0

      .             .          .
 a X a X a X ......... a X  b














 


    

:الصیغة القیاسیة بالشكل التالي
  1 2 3 mn n1 1 2 2 3 3

n11 1 12 2 13 3 1n 1 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3 3

0S 0S 0S ......... 0S

=

S / C

MIN W C X C X C X .................. C X

a X a X a X .......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S  b
.

    









    

   
    
    

           .            .           .           .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .   .             .          .
.

1 2 3 n

mn n m mm1 1 m2 2 m3 3

m1 2 3X ,X ,X ,..........,X 0, , , ,....., 0

                .            .  .             .          .
 a X a X a X ......... a X S  b

 S S S S












 
  


    

حول الصیغة العامة التالیة إلى الصیغة القیاسیة:03مثال
  1 2

1 2

1 2

1 2

MAX Z 08X 06X

04X 02X 60

S/ C 03X 06X 80

02X 05X 40







 

 
  

 

یتم تحویل الصیغة العامة إلى القیاسیة بإضافة المتغیر الراكد للقید الأول، أما القید الثاني فیبقى على :الحل
:حاله،أما القید الثالث فیتم طرح المتغیر الراكد، وتكون الصیغة القیاسیة على الشكل التالي

  1 2

1

2

1 2

1 2

1 2

1 2

0S 0SMAX Z 08X 06X

04X 02X S 60

S/ C 03X 06X 80

02X 05X S 40

 

  


 

 


  

 

الخطیة بإحدى الطرق الثلاثة التالیةیمكن حل البرمجة :طرق حل البرمجة الخطیة-07
)Graphical Méthod(الطریقة البیانیة - 
)Algerbraic Méthod(الطریقة الجبریة - 
)Simplex Méthid(الطریقة المبسطة السمبلكس- 



الطریقة البیانیة :المحور الثالث
)Graphical Méthod(



عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

24

)thodéGraphical M(الطریقة البیانیة: المحور الثالث
تعتبر الطریقة البیانیة من أبسط طرق حل نماذج البرمجة الخطیة، ولها میزة كبیرة في إیضاح :مقدمة-01

الخطیة وكذلك إجراءات حلها دون تعقیدات ریاضیة، وبذلك فهي طبیعة المشاكل التي تحل بأسلوب البرمجة 
تعتبر بمثابة مدخل ملائم لشرح المشاكل التي تحل بأسلوب البرمجة الخطیة، وعلى ذلك تعتبر الطریقة البیانیة 
ذات فائدة محدودة، حیث یقتصر تطبیقها عى النماذج التي تحتوي على متغیرین إثنین فقط، ویصعب إستخدامها 

طبیقها على النماذج ذات المتغیرات المتعددة، وذلك یرجع إلى أن الرسم البیاني دائما یوضع على محورین وت
وإحداثیین إثنین فقط،أحدهما المحور الأفقي والآخر المحور الرأسي، وبالتالي فإن المشاكل ذات المتغیرات 

.خاصةالمتعددة تستلزم أبعادا بیانیة متعددة وتحتاج إلى نظریات هندسیة 
وتعتمد هذه الطریقة على الرسم البیاني للخطوط المستقیمة الممثلة للقیود ومن خلالها یتم تحدید مایدعى بمنطقة 

التي تكون محددة بالنقاط القصوى) The Feasible Solution Region(و الممكن أالحل المجدي 
، وهذه المنطقة تمثل مجموعة الحلول الممكنة بالقیود ویمكن عند إستخدام طریقة من )نقاط تقاطع خطوط القیود(

طرق إیجاد النقطة القصوى التوصل إلى الحل المثل الذي یمثل أعلى عائد في مشكلة الحد الأعلى 
)Maximization ( او إلى أدنى تكلفة في مشكلة الحد الأدنى)Minimization.(

كما یجب ان تكون جمیع متغیرات المشكلة في هذه الطریقة والتي تؤثر في إتخاذ القرار یجب أن تكون موجبة 
أي  jX 0 الربع الأول( ، من هذا یتضح أن منطقة الحلول الممكنة ستكون في الربع  الأیمن الشمالي (

:حیث المحورین موجبین كما یوضحه الشكل التالي

1X

2X









1

2

0

X 0

X 


1

2

0

X 0

X 


1

2

0

X 0

X 


1

2

0

X 0

X 


أما إذا وجد اكثر من متغیرین فیتعذر إستخدام الطریقة البیانیة ویتم اللجوء إلى إستخدام ما یعرف بطریقة 
.كما سوف نرى ذلك لا حقا) Simplex Method(السمبلكس 

بعض المصطلحات المهمة لابد من معرفة ) الطریقة البیانیة وطریقة السمبلكس(وقبل التطرق إلى الطریقتین 
:التي یجب معرفتها وهذه المصطلحات هي
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وهو الحل):F.S)(Feasible Solution(الحل المقبول -01 n1 2 3X X ,X ,X ,......,Xالذي
بغض النظر عن كون (jXلا یتعارض مع واحد أو أكثر من القیود الفعلیة ویحقق كافة القیود لإستخراج قیم 

).موجبة أو سالبة أو صفرjXقیم 
وهو الحل الذي یتعارض مع واحد أو أكثر ): Infeasible Solution()غیر ممكن(المقبول الحل غیر-02

.من القیود الفعلیة الواردة بالمسألة
یسمى الحل الأساسي مقبولا :)B.F.S)(Basic Feasible Solution(الحل الأساسي المقبول -03

).موجبة أو صفریة بقدر عدد القیودjXقیم ) (m(إذا كان عدد المتغیرات الموجبة فیه لا یتجاوز عدد القیود 
یكون ): Non-Degenerate B.F.S)(غیر مجزء،غیر منحل(الحل الأساسي المقبول غیر المفكك-04

من المتغیرات الموجبة mالحل الأساسي المقبول غیر مفكك إذا إحتوى بالضبط على  j 0X 

وهو أفضل الحلول المقبولة والذي یحقق كافة القیود،إضافة ):O.S)(Optimal Solution(الحل الأمثل-05
إلى ذلك یجعل قیمة دالة الهدف في نهائتها العظمى أو في نهایتها الصغرى،وقد یوجد للمسألة حل أمثل وحید 

)Unique O.S( أو عدة حلول مثلى)Multipe.O.S( ویعطي تعدد الحلول المثلى عادة مرونة أكبر ،
.یامهم بتنفیذ أحدهالمتخذي القرار لدى ق

كل حل لا یمكن تصنیفه كحل أمثل یسمى حلا غیر أمثل ):Non-Optimal Solution(حل غیر أمثل -06
.سواء كان مقبولا أو غیر مقبول

هي مجموعة من النقاط ):Convex Set(المجموعة المحدبة -07 n1 2 3X X ,X ,X ,......,X كل زوج ،
:یكون قطعة مستقیم كاملة تربط بین هاتین النقطتین في المجموعة وتحقق العلاقة التالیة2Xو1Xمنها 

 1 2X 01 X X          0  01     

أي نقطة):Extreme Point(النقاط المتطرفة -08 n1 2 3X X ,X ,X ,......,X في المجموعة المحدبة
.لا یمكم التعبیر عنها كتوافیق محدبة لأیة نقطتین في المجموعة المحدبةXهي نقطة متطرفة إذا كان 

إن البرمجة الخطیة هي طریقة تحدید الحل :مزایا وعیوب الطریقة البیانیة في حل نماذج البرمجة الخطیة-02
المتبادل بسبب الموارد المتاحة النادرة خلال الأمثل أو المزیج الأمثل للأنشطة أو متغیرات القرار ذات الإعتماد 

فترة زمنیة معینة، وعند الإعتماد على الحل البیاني في حل نماذج البرمجة الخطیة فإنه یتم تمثیل القیود 
على الشكل البیاني من أجل صنع او تكوین مایسمى بمنطقة الحل الممكن ) خطوط مستقیمة(بمنحنیات دالة 

.وى فیها نقاط الحل، أي نقطة أو اكثر منها تمثل الحل الأمثلوالتي تمثل النقاط القص
تتمثل المزایا في النقاط التالیة:مزایا الطریقة البیانیة02-01
.أنها أداة فعالة لحل المشاكل الإداریة و الإقتصادیة والمالیة ذات المتغیرین-
.التأكد وعند توفر المعلوماتأنها تحقق الإستخدام الأمثل للموارد المتاحة النادرة في محیط -
.إن الطریقة البیانیة تقدم صورة واضحة للعلاقات الموجودة بین الموارد-
.إمكانیة إستخدام أسلوب تحلیل الحساسیة للتوصل إلى الحل الأمثل عند تغیر الموارد المتاحة-
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تتمثل في النقاط التالیة:عیوب الطریقة البیانیة02-02
.كن إستخدامها في حل المشاكل ذات ثلاثة متغیرات أو أكثرإن هذه الطریقة لایم-
).تعظیم الأرباح أو تقلیل التكالیف(أنها تكون ذات هدف واحد -
محدودة الإستعمال حیث لا تعمل في محیط عدم التأكد والمخاطرة وهما المحیطان السائدان في الحیاة -

.الإقتصادیة المعاصرة
.یسمى بالحالات الخاصة التي تتسم بعدم التوصل إلى الحل الأمثل فیهاتتعرض الطریقة البیانیة لما -

:خطوات الحل بإستخدام الطریقة البیانیة-03
.تحدید المشكلة وصیاغتها ریاضیا- 01
.تحدید دالة الهدف بدقة على أن یكون التعامل مع متغیرین فقط- 02
.ا إلى مساواةبدقة وتحویله) المتباینات او المتراجحات(تحدید القیود - 03
وإستنتاج قیمة المتغیر الثاني 1Xحل كل معادلة على حدة عن طریق إفتراض قیمة صفریة للمتغیر الأول- 04

2X 2المقابلة، ثم إفتراض قیمة صفریة للمتغیر الثانيX 1وإستنتاج قیمة المتغیر الأولX

رسم خط مستقیم یعبر عن نقطتي الحل المستخرجة من كل معادلة ویتم رسم هذا الخط المستقیم على - 05
مع تحدید المنطقة التي سیتوافر بها حل هذه المعادلة وذلك حسب علامة المتراجحة الخاصة بهذه البیاني،
.المعادلة

إلى أن یتم الإنتهاء من تمثیل جمیع القیود ) لكل معادلة على حدة(یتم تكرار رسم خط مستقیم لكل قید - 06
.بیانیا
جمیع الخطوط المستقیمة یجب ان تقع في الربع الأول لأن - 07 j 0X  وبخلافه یتم إمداد الخط لیصل إلى ،

.ة یشیر إلى غیر ذلكالربع الأول،إلا إذا كان قید عدم السلبی
یتم تحدید منطقة الحل الممكن والتي تسمى بالمنطقة المحدبة وذلك بتشطیب المستقیمات حسب المتراجحة - 08

الخاصة بكب قید فإذا كان
و یساوي أالمتراجحة من نوع أقل -  نقوم بالتشطیب من جهة الیمین لذلك المستقیمم أي بالإتجاه العلوي.
و یساوي أالمتراجة من نوع أكبر -   بالإتجاه السفليلذلك المستقیمم أيالیسارنقوم بالتشطیب من جهة.
)MIN(أو تقلیل ) MAX(إذا كان القید على شكل مساواة یجب معرفة طبیعة المسألة إذا كانت تعظیم - 
.نقوم بالتشطیب ناحیة الیمین) MAX(إذا كانت المسألة من نوع تعظیم - 
.نقوم بالتشطیب ناحیة الیسار) MIN(إذا كانت المسألة من نوع تعظیم - 

تحدید منطقة الحلول الممكنة والتي تحقق جمیع شروط المسألة ولا تخل بأي شرط منها، هذه المنطقة هي  - 09
وذلك إذا كان الهدف من الدالة ) نقطة تقاطع المستقیمات( المنطقة الممثلة لأقرب النقاط من نقطة الأصل هي 

، بینما تكون منطقة الحلول الممكنة هي المنطقة الممثلة لأبعد النقاط عن نقطة )MAX(هو تعظیم الأرباح 
.فالأصل إذا كان الهدف من الدالة هو تخفیض الخسائر أو تقلیل التكالی
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والتي تمثل إحدى النقاط  على الأقل الواقعة على تقاطعات ) Optimal Solution(تحدد نقطة الحل المثل - 10
، )Extreme Point(المستقیمات الممثلة لمنطقة الحل الأساسي الإبتدائي المقبول والتي تسمى بنقاط التطرف 

، أو أقل ما یمكن إذا كانت دالة الهدف )MAX(التي تجعل الأرباح أعظم ما یمكن إذا كانت دالة الهدف تعظیم 
)MIN(تقلیل الخسائر 

لتحدید الحل الأمثل نستعمل إحدى الطریقیتین التالیتین- 11
وإستخراج النقاط المتطرفة نقوم  )المنطقة المحدبة(بعد تحدید منطقة الحلول الممكنة:الطریقة المطولة11-01

بإختبار كل نقطة منها وذلك بالتعویض في دالة الهدف والنقطة التي تجعل دالة الهدف أكبر مایمكن تكون هي 
، أما إذا كانت النقطة التي تجعل دالة )MAX(التي تمثل الحل الأمثل إذا كانت دالة الهدف من نوع تعظیم 

.هي التي تمثل الحل الأمثل) MIN(دالة الهدف من نوع تقلیل الهدف أقل مایمكن في حالة كون 
والناتجة من تقاطع المستقیمات ) المنطقة المحدبة(بعد تحدید منطقة الحلول الممكنة:الطریقة المختصرة11-02

، نجعل دالة الهدف مساویة للصفر ونرسم المستقیم الممثل لها والذي نرمز له بالرمز)القیود(  بحیث یمر
هذا المستقیم من منطقة الأصل، نحرك هذا المستقیم بإتجاه منطقة الحلول الممكنة  فإذا كانت المسالة من نوع 

فإن الحل الأمثل  یتمثل في آخر نقطة یصل إلیها المستقیم)  MAX(تعظیم   أما إكانت المسألة من نوع ،
یتمثل في أول نقطة یصل إلیها المستقیمالأمثلن الحل فإ) MIN(تقلیل   .
التالیةلیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة:01مثال

  1 2

1 2

1 2

1 2

MAX Z 08X 06X

04X 02X 60

S / C 02X 04X 48

X ,X 0







 

 
  



:المطلوب
أوجد الحل الأمثل بإستخدام الطریقة البیانیة

:الحل
نقاط مساعدة لكل مستقیم ونقوم برسمهنحول جمیع المتراجحات إلى مساواة ،ثم نأخذ- 01

1 2

1 2

04X 02X 60.............(01)

02X 04X 48.............(02)

 
 

2401X1501X

0122X0302X

:نرسم المستقیمین على محور متعامد ومتجانس كمایلي
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1X

2X

بعد رسم المستقیمین نقوم بتحدید منطقة الحلول الممكنة وذلك بالتشطیب نحو الأعلى أي على یمین كل مستقیم 
.والذي یمثل منطقة الحلول الممكنة) A,B,C,D(فنتحصل على مضلع الرؤوس ذي النقاط المتطرفة 

:تبع إحدى الطریقتین التالیتینلتحدید النقطة المثلى والتي تعظم دالة الهدف ن
نستخرج إحداثیتي النقاط المتطرفة ونقوم بتعویضها في دالة الهدف كالتالي:الطریقة المطولة-01

إحداثیتي النقاط النقاط المتطرفة
المتطرفة

دالة الھدف
  1 2MAX Z 08X 06X  MAX Z

A)0,0(0

132
B)0,12(72
C)12,06(132
D)15,0(120

هي النقطة المثلىCإذن النقطة 
نقوم بجعل دالة الهدف مساویة للصفر،  ثم نقوم باخذ نقاط مساعدة لرسم المستقیم :الطریقة المختصرة-02

الممثل لها ولیكن   بحیث یجب أن یمر بالمبدأ
  1 2 0MAX Z 08X 06X  

03-031X

0404-2X

والشكل التالي یوضح ذلك
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1X

2X

 

للحصول على النقطة المثلى والتي تعظم دالة الهدف نقوم بتحریك المستقیم   الممثل لدالة الهدف بإتجاه
منطقة الحلول الممكنة آخر نقطة یصل إلیها المستقیم هي نقطة الحل المثل وفي حالتنا آخر نقطة یصل إلیها 

Cالمستقیم هي النقطة 
لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالیة:02مثال

  1 2

1 2

1 2

1 2

Z 03X 04X

X 03X 60

S / C 02X X 40

X ,X 0

MIN







 

 
  



:المطلوب
الطریقة البیانیةأوجد الحل الأمثل بإستخدام 

:الحل
نحول جمیع المتراجحات إلى مساواة ،ثم نأخذ نقاط مساعدة لكل مستقیم ونقوم برسمه- 01

1 2

1 2

X 03X 60..................(01)

02X X 40..................(02)

 
 

2001X6001X

0402X0202X

:نرسم المستقیمین على محور متعامد ومتجانس كمایلي
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1X

2X

بعد رسم المستقیمین نقوم بتحدید منطقة الحلول الممكنة وذلك بالتشطیب نحو الأسفل أي على یسار كل مستقیم 
.الممكنةوالذي یمثل منطقة الحلول ) A,B,C(فنتحصل على مضلع الرؤوس ذي النقاط المتطرفة 

:لتحدید النقطة المثلى والتي تدني دالة الهدف نتبع إحدى الطریقتین التالیتین
نستخرج إحداثیتي النقاط المتطرفة ونقوم بتعویضها في دالة الهدف كالتالي:الطریقة المطولة-01

النقاطإحداثیتيالمتطرفةالنقاط
المتطرفة

الهدفدالة
  1 2MIN Z 03X 04X 

 MIN Z

A)0,40(160
100 B)12,16(100

C)60,0(180
هي النقطة المثلىBإذن النقطة 

تمثل تقاطعي المستقیمین ولإیجاد إحداثیتي هاته النقطة نقوم بحل جملة معادلتي Cبما أن النقطة :ملاحظة
.إلخ أو أي طریقة أخرى...المستقیمین بعدة طرق منها طریقة التعویض أو طریقة الحذف أو طریقة المصفوفات

:على سبیل المثال  سوف نستخدم طریقة المصفوفات كالتالي
ن كمایلينشكل النظام المصفوففي للمعادلتی

1

2

X01 03 60
X02 01 40
    
    
     



2Xو1Xنحسب المحدد العام ثم نستخرج 

Dالمحدد العام هو  05 

1 2

60 03 01 60
40 01 02 4060 80

12    ,     16
05 05 05 05

X X      
   

نقوم بجعل دالة الهدف مساویة للصفر،  ثم نقوم باخذ نقاط مساعدة لرسم المستقیم :الطریقة المختصرة-02
الممثل لها ولیكن   بحیث یجب أن یمر بالمبدأ
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  1 2 0MIN Z 03X 04X  

08-081X

0606-2X

یوضح ذلكوالشكل التالي 
2X

1X

 

للحصول على النقطة المثلى والتي تعظم دالة الهدف نقوم بتحریك المستقیم   الممثل لدالة الهدف بإتجاه
منطقة الحلول الممكنة أول نقطة یصل إلیها المستقیم هي نقطة الحل المثل وفي حالتنا أول نقطة یصل إلیها 

.Bالمستقیم هي النقطة 
تعد الطریقة الجبریة من الطرق الریاضیة البحتة التي تعتمد أسلوب التعویض الجبري :الطریقة الجبریة-04

المتوقعة للمتغیرات الداخلة في النموذج الریاضي وفقا إلى عدد الطرق الممكنة لهذه القیم، وتستخدم هذه للقیم 
الطریقة عندما یحتوي النموذج على متغیرین فقط هما 1 2X ,X.

:ولحل نموذج البرمجة الخطیة بموجبها، نتبع الخطوات التالیة
:الریاضي إلى نوعین هماتقسم متغیرات النموذج - 01
وهي تلك المتغیرات التي لها دور مهم في المشكلة، وتكون ):Basic Variables(المتغیرات الأساسیة01-01

دائما،أي أن ) أكبر من الصفر(قیم هذه المتغیرات  j j0 0X ,S .
-Non(المتغیرات غیر الأساسیة 01-02 Basic Variables:( وهي  تلك المتغیرات التي لها دور مهم في

دائما،أي أن ) مساویة للصفر(المشكلة، وتكون قیم هذه المتغیرات  j j0 0X ,S 

تحویل النموذج الریاضي من الصیغة العامة إلى الصیغة القیاسیة وذلك بإستخدام المتغیرات الفائضة- 02
:أو الراكدة في دالة الهدف والقیود الهیكلیة للنموذج كالتالي



عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

32

آلیة إستخدام المتغیرات نوع علامة القیود
الراكدة في القیود

آلیة إستخدام المتغیرات الراكدة في دالة الهدف
MAX(Z)MIN(Z)

أقل أو یساوي iSi0Si0S

أكبر أو یساوي  iSi0Si0S

///(=)یساوي 
لغرض الوصول إلى الحل الأمثل عمل جدول یتضمن المتغیرات الأساسیة والمتغیرات غیر الأساسیة، - 03

.للمشكلة قید الدراسة بالطریقة الجبریة
:حساب عدد الحالات الممكنة بإستخدام العلاقة التالیة- 04

 
r
n

n!
r! n r !

C




عدد المتغیرات: n: حیث mn1 2 1 2,X ,X ,.......,X S ,S ,.......,S،r : القیود الفنیةعدد
في حالة التعظیمنفس المثال المستخدم في الطریقة الباینیة:03مثال

  1 2

1 2

1 2

1 2

Z 08X 06X

04X 02X 60

S / C 02X 04X 48

X ,X 0

MAX







 

 
  



إیجاد الحل الأمثل بإستخدام الطریقة الجبریة؟:المطلوب
:الحل
نحول النموذج من الصیغة العامة إلى الصیغة القیاسیة كمایلي:أولا

 

1

1 2 1 2

1 2 1

1 2 2

1 2 2

Z

,

08X 06X 0S 0S

04X 02X S 60

S / C 02X 04X S 48

X ,X 0;S S 0

MAX 







  

  
   

 

:متغیرت وفقا للعلاقة التالیة) 04(من ) 02(تحدید عدد الحالات الممكنة لإختیار متغیرین : ثانیا

   
r 2
n 4 06

n! 04!
r! n r ! 02! 02 !

C C 
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الوصول إلى الحل الأمثل للمشكلة بإستخدام الطریقة الجبریة، وذلك من خلال إعداد الجدول التالي: ثالثا

 ZMAX

دالة الهدف
 

1 2 1 2
Z 08X 06X 0S 0SMAX   

المتغیرات الأساسیة
j j0 0X ,S 

المتغیرات غیر الأساسیة
j j0 0X ,S 

عدد 
الحالات 
الممكنة

132

02 48S 1 60S 2 0X 1 0X 01
2)یهمل(180 72S  2 30X 

1 0S 1 0X 02
1)یهمل(72 36S  2 12X 2 0S 1 0X 03

1202 18S 1 15X 1 0S 2 0X 04
1)یهمل(192 36S  1 24X 2 0S 2 0X 05

132
2 06X 1 12X 2 0S 1 0S 06

*:  وعلیه یكون الحل الأمثل للمشكلة كمایلي
1 212, 06, Z 132X X  

:الحالات الستة من خلال الشكل التاليكما یمكن توضیح

1X

2X

نفس المثال السابق في حالة التدنیة  :04مثال
  1 2

1 2

1 2

1 2

Z 03X 04X

X 03X 60

S / C 02X X 40

X ,X 0

MIN







 

 
  



إیجاد الحل الأمثل بإستخدام الطریقة الجبریة؟:المطلوب
:الحل
الصیغة العامة إلى الصیغة القیاسیة كمایلينحول النموذج من :أولا
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  1 2

1

2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

Z 0S 0S

S

S

,S 0

03X 04X

X 03X 60

S / C 02X X 40

X ,X 0,S

MIN  


  
 

 

 
 



:متغیرت وفقا للعلاقة التالیة) 04(من ) 02(تحدید عدد الحالات الممكنة لإختیار متغیرین : ثانیا

   
r 2
n 4 06

n! 04!
r! n r ! 02! 02 !

C C 


 

من خلال إعداد الجدول التاليالوصول إلى الحل الأمثل للمشكلة بإستخدام الطریقة الجبریة، وذلك : ثالثا

 ZMIN

دالة الهدف
 

1 2 1 2
Z 03X 04X 0S 0SMIN   

المتغیرات الأساسیة
j j0 0X ,S 

المتغیرات غیر الأساسیة
j j0 0X ,S 

عدد 
الحالات 
الممكنة

100

2)یهمل(0 40S  1 60S  2 0X 1 0X 01
2)یهمل(80 20S  2 20X 

1 0S 1 0X 02
1601 60S 2 40X 2 0S 1 0X 03
1802 80S 1 60X 1 0S 2 0X 04

1)یهمل(60 40S  1 20X 2 0S 2 0X 05
100

2 16X 1 12X 2 0S 1 0S 06
*: وعلیه یكون الحل الأمثل للمشكلة كمایلي

1 212, 16, Z 100X X  

:كما یمكن توضیح الحالات الستة من خلال الشكل التالي

1X

2X



عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

35

توجد خمس حالات خاصة وصعوبات تواجه إستخدام طریقة :بعض الحالات الخاصة في البرمجة الخطیة-05
:الحالات هيالحل البیاني في بعض الحالات عند حل مشاكل البرمجة الخطیة وهذه 

الإنحلال- 01
تعدد الحلول المثلى- 02
الحلول غیر المحدودة- 03
عدم وجود حلول مقبولة- 04
القیود غیر الضروریة- 05

وفیمایلي شرح لهذه العناصر
ویحصل هذا النوع من الحلول إذا كانت عدد المتغیرات الأساسیة والتي تكون قیمتها أكبر من : الإنحلال-01

.، فیكون الحل عبارة عن حل منحل)أي تكون قیمة أحد المتغیرات مساویة للصفر(القیود الصفر،أقل من عدد 
:أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التالي:05مثال

  1 2

1 2

1 2

1 2

Z 03X 09X

X 04X 08

S / C X 02X 04

X ,X 0

MAX







 

 
  



:الحل
نحول المتراجحتین إلى مساواة ونأخذ نقاط مساعدة لرسمهما كالتالي

1 2

1 2

X 04X 08...............(01)

X 02X 04...............(02)

 
 

0401X0801X

0022X0022X

1X

2X

دالة ،نستخرج إحداثیتي النقاط المتطرفة ونقوم بتعویضها في )A,B,C(منطقة الحلول الممكنة ممثلة في المثلث 
الهدف كالتالي
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دالة الهدفإحداثیتي النقاط المتطرفةالنقاط المتطرفة
  1 2MAX Z 03X 09X 

 MAX Z

A)0,0(0
18 B)0,02(18

C)04,0(12

1هي الحل المثل لتحقیقها أكبر عائد وبهذا تكون قیم المتغیراتBوبهذا تكون النقطة  2X 0,X 02  وبهذا
. انطبق تعریف الحل المنحل على نتیجة الحل

حد البرمجیات الجاهزة والمستخدمة في بحوث العملیات ولیكن أكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام 
QM for Windowsعلى سبیل المثال لا الحصر البرنامج 

هذا النوع من الحلول عندما تكون هناك أكثر من نقطة واحدة في ونحصل على :تعدد الحلول المثلى-02
منطقة الحلول الممكنة تعطي القیمة نفسها لدالة الهدف التي تكون أعلى القیم في حالة التعظیم أو أقل قیمة في 

حالة التدنیة
:أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التالیة:06مثال

  1 2

1 2

1 2

2

1 2

Z

04

X 02X

X 02X 10

X X 01
S / C

        X

X ,X 0

MAX




 


 

 
 





:الحل
نحول المتراجحات إلى مساواة ونأخذ نقاط مساعدة لرسمهما كالتالي

1 2

1 2

2

X 02X 10

X X 01

X 04............................(03)

...............(01)

..................(02)

 
 


0101X1001X

0012X0052X
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دالة الهدفإحداثیتي النقاط المتطرفةالنقاط المتطرفة
  1 2MAX Z 03X 09X 

 MAX Z

A)0,0(0
18 B)0,02(18

C)04,0(12

1هي الحل المثل لتحقیقها أكبر عائد وبهذا تكون قیم المتغیراتBوبهذا تكون النقطة  2X 0,X 02  وبهذا
. انطبق تعریف الحل المنحل على نتیجة الحل

حد البرمجیات الجاهزة والمستخدمة في بحوث العملیات ولیكن أكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام 
QM for Windowsعلى سبیل المثال لا الحصر البرنامج 

هذا النوع من الحلول عندما تكون هناك أكثر من نقطة واحدة في ونحصل على :تعدد الحلول المثلى-02
منطقة الحلول الممكنة تعطي القیمة نفسها لدالة الهدف التي تكون أعلى القیم في حالة التعظیم أو أقل قیمة في 

حالة التدنیة
:أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التالیة:06مثال

  1 2

1 2

1 2

2

1 2

Z

04

X 02X

X 02X 10

X X 01
S / C

        X

X ,X 0

MAX




 


 

 
 





:الحل
نحول المتراجحات إلى مساواة ونأخذ نقاط مساعدة لرسمهما كالتالي

1 2

1 2

2

X 02X 10

X X 01

X 04............................(03)

...............(01)

..................(02)

 
 


0101X1001X

0012X0052X
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دالة الهدفإحداثیتي النقاط المتطرفةالنقاط المتطرفة
  1 2MAX Z 03X 09X 

 MAX Z

A)0,0(0
18 B)0,02(18

C)04,0(12

1هي الحل المثل لتحقیقها أكبر عائد وبهذا تكون قیم المتغیراتBوبهذا تكون النقطة  2X 0,X 02  وبهذا
. انطبق تعریف الحل المنحل على نتیجة الحل

حد البرمجیات الجاهزة والمستخدمة في بحوث العملیات ولیكن أكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام 
QM for Windowsعلى سبیل المثال لا الحصر البرنامج 

هذا النوع من الحلول عندما تكون هناك أكثر من نقطة واحدة في ونحصل على :تعدد الحلول المثلى-02
منطقة الحلول الممكنة تعطي القیمة نفسها لدالة الهدف التي تكون أعلى القیم في حالة التعظیم أو أقل قیمة في 

حالة التدنیة
:أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التالیة:06مثال

  1 2

1 2

1 2

2

1 2

Z

04

X 02X

X 02X 10

X X 01
S / C

        X

X ,X 0

MAX




 


 

 
 





:الحل
نحول المتراجحات إلى مساواة ونأخذ نقاط مساعدة لرسمهما كالتالي

1 2

1 2

2

X 02X 10

X X 01

X 04............................(03)

...............(01)

..................(02)

 
 


0101X1001X

0012X0052X
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2X

0
01 02 03 04 05 06 07 08 09

01

02

03

04

05

لولأا دیقلا
يناثلا دیقلا

لولحلا ةقطنم
ةنكمملا

A

CB

1X
10

06

ثلاثلا دیقلا

DE

،نستخرج إحداثیتي النقاط المتطرفة ونقوم )A,B,C,D,E(منطقة الحلول الممكنة ممثلة في مضلع الرؤوس
بتعویضها في دالة الهدف كالتالي

دالة الهدفإحداثیتي النقاط المتطرفةالنقاط المتطرفة
  1 2MAX Z X 02X 

 MAX Z

A)0,01(02

10
B)0,04(08
C)02,04(10
D)10,0(10
E)01,0(01

وبقیم للمتغیرات مختلفتین ) 10(أعطت قیمتین متساویتین لدالة الهدف وهي DوCواضح جدا أن النقطتین 
وهذا یعني وجود حریة لمتخذ القرار أن یأخذ واحدة من النقطتین السابقتي الذكر، وأیهما یصلح لحل المشكلة 

.ولذلك اطلق على هذا النوع من الحلول هو تعدد الحلول
QM for Windowsالبرنامجدام كما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخ
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2X

0
01 02 03 04 05 06 07 08 09

01

02

03

04

05

لولأا دیقلا
يناثلا دیقلا

لولحلا ةقطنم
ةنكمملا

A

CB

1X
10

06

ثلاثلا دیقلا

DE

،نستخرج إحداثیتي النقاط المتطرفة ونقوم )A,B,C,D,E(منطقة الحلول الممكنة ممثلة في مضلع الرؤوس
بتعویضها في دالة الهدف كالتالي

دالة الهدفإحداثیتي النقاط المتطرفةالنقاط المتطرفة
  1 2MAX Z X 02X 

 MAX Z

A)0,01(02

10
B)0,04(08
C)02,04(10
D)10,0(10
E)01,0(01

وبقیم للمتغیرات مختلفتین ) 10(أعطت قیمتین متساویتین لدالة الهدف وهي DوCواضح جدا أن النقطتین 
وهذا یعني وجود حریة لمتخذ القرار أن یأخذ واحدة من النقطتین السابقتي الذكر، وأیهما یصلح لحل المشكلة 

.ولذلك اطلق على هذا النوع من الحلول هو تعدد الحلول
QM for Windowsالبرنامجدام كما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخ
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2X

0
01 02 03 04 05 06 07 08 09

01

02

03

04

05

لولأا دیقلا
يناثلا دیقلا

لولحلا ةقطنم
ةنكمملا

A

CB

1X
10

06

ثلاثلا دیقلا

DE

،نستخرج إحداثیتي النقاط المتطرفة ونقوم )A,B,C,D,E(منطقة الحلول الممكنة ممثلة في مضلع الرؤوس
بتعویضها في دالة الهدف كالتالي

دالة الهدفإحداثیتي النقاط المتطرفةالنقاط المتطرفة
  1 2MAX Z X 02X 

 MAX Z

A)0,01(02

10
B)0,04(08
C)02,04(10
D)10,0(10
E)01,0(01

وبقیم للمتغیرات مختلفتین ) 10(أعطت قیمتین متساویتین لدالة الهدف وهي DوCواضح جدا أن النقطتین 
وهذا یعني وجود حریة لمتخذ القرار أن یأخذ واحدة من النقطتین السابقتي الذكر، وأیهما یصلح لحل المشكلة 

.ولذلك اطلق على هذا النوع من الحلول هو تعدد الحلول
QM for Windowsالبرنامجدام كما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخ
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یكون هذا النوع من الحلول عندما تكون منطقة الحلول الممكنة منطقة مفتوحة :الحلول غیر المحدودة-03
وعند تعیین نقطة بعیدة عن النقطة التي تم تسمیتها بالحل الأمثل فممكن الحصول على حل أمثل آخر وهكذا لا 

.توجد نهایة للحلول
:أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التالیة:07مثال

  1 2

1 2

1

1 2

Z 02X X

X X 10

S / C 02X 40

X ,X 0

MAX







 

 
 



:الحل
نحول المتراجحتین إلى مساواة ونأخذ نقاط مساعدة لرسمهما كالتالي

1 2

1

X X 10

02X 40

...............(01)

...................(02)

 


1001X

0-102X

2X

0
02 04 06 08 10 12 14 16 18

01

02

03

04

05

لولأا دیقلا

يناثلا دیقلا

لولحلا ةقطنم
ةنكمملا

1X
20

06

-02

-04

-06

-08

-10

.منطقة الحلول الممكنة منطقة مفتوحة
QM for Windowsكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام البرنامج 
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یكون هذا النوع من الحلول عندما تكون منطقة الحلول الممكنة منطقة مفتوحة :الحلول غیر المحدودة-03
وعند تعیین نقطة بعیدة عن النقطة التي تم تسمیتها بالحل الأمثل فممكن الحصول على حل أمثل آخر وهكذا لا 

.توجد نهایة للحلول
:أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التالیة:07مثال

  1 2

1 2

1

1 2

Z 02X X

X X 10

S / C 02X 40

X ,X 0

MAX







 

 
 



:الحل
نحول المتراجحتین إلى مساواة ونأخذ نقاط مساعدة لرسمهما كالتالي

1 2

1

X X 10

02X 40

...............(01)

...................(02)

 


1001X

0-102X

2X

0
02 04 06 08 10 12 14 16 18

01

02

03

04

05

لولأا دیقلا

يناثلا دیقلا

لولحلا ةقطنم
ةنكمملا

1X
20

06

-02

-04

-06

-08

-10

.منطقة الحلول الممكنة منطقة مفتوحة
QM for Windowsكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام البرنامج 
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یكون هذا النوع من الحلول عندما تكون منطقة الحلول الممكنة منطقة مفتوحة :الحلول غیر المحدودة-03
وعند تعیین نقطة بعیدة عن النقطة التي تم تسمیتها بالحل الأمثل فممكن الحصول على حل أمثل آخر وهكذا لا 

.توجد نهایة للحلول
:أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التالیة:07مثال

  1 2

1 2

1

1 2

Z 02X X

X X 10

S / C 02X 40

X ,X 0

MAX







 

 
 



:الحل
نحول المتراجحتین إلى مساواة ونأخذ نقاط مساعدة لرسمهما كالتالي

1 2

1

X X 10

02X 40

...............(01)

...................(02)

 


1001X

0-102X

2X

0
02 04 06 08 10 12 14 16 18

01

02

03

04

05

لولأا دیقلا

يناثلا دیقلا

لولحلا ةقطنم
ةنكمملا

1X
20

06

-02

-04

-06

-08

-10

.منطقة الحلول الممكنة منطقة مفتوحة
QM for Windowsكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام البرنامج 
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یحصل هذا النوع من الحلول عندما لایمكن تعیین منطقة الحلول الممكنة ولایوجد :عدم وجود حلول مقبولة-04
المشكلة فیها تضارب بحیث تقاطع القیود هو عبارة عن مجموعة خالیةهنا حل أساسي مقبول، أي قیود 

:أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التالیة:08مثال
  1 2

1 2

1 2

1 2

Z 20X 15X

05X 10X 25

S / C 05X 10X 50

X ,X 0

MAX







 

 
  



:الحل
نحول المتراجحتین إلى مساواة ونأخذ نقاط مساعدة لرسمهما كالتالي

1 2

1 2

05X 10X 25

05X 10X 50

...............(01)

...............(02)

 
 

1001X0501X

0052X002.502X

2X

0
01 02 03 04 05 06 07 08 09

01

02

03

04

05

لولأا دیقلا

يناثلا دیقلا

1X
10

06

یتضح من الشكل السابق أنه لا وجود لمنطقة الحلول الممكنة،أي لا یوجد تقاطع بین القیود
QM for Windowsكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام البرنامج 
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یحصل هذا النوع من الحلول عندما لایمكن تعیین منطقة الحلول الممكنة ولایوجد :عدم وجود حلول مقبولة-04
المشكلة فیها تضارب بحیث تقاطع القیود هو عبارة عن مجموعة خالیةهنا حل أساسي مقبول، أي قیود 

:أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التالیة:08مثال
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:الحل
نحول المتراجحتین إلى مساواة ونأخذ نقاط مساعدة لرسمهما كالتالي
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یتضح من الشكل السابق أنه لا وجود لمنطقة الحلول الممكنة،أي لا یوجد تقاطع بین القیود
QM for Windowsكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام البرنامج 
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یحصل هذا النوع من الحلول عندما لایمكن تعیین منطقة الحلول الممكنة ولایوجد :عدم وجود حلول مقبولة-04
المشكلة فیها تضارب بحیث تقاطع القیود هو عبارة عن مجموعة خالیةهنا حل أساسي مقبول، أي قیود 

:أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التالیة:08مثال
  1 2

1 2

1 2

1 2

Z 20X 15X

05X 10X 25

S / C 05X 10X 50

X ,X 0

MAX







 

 
  



:الحل
نحول المتراجحتین إلى مساواة ونأخذ نقاط مساعدة لرسمهما كالتالي

1 2

1 2

05X 10X 25

05X 10X 50

...............(01)

...............(02)

 
 

1001X0501X

0052X002.502X

2X

0
01 02 03 04 05 06 07 08 09

01

02

03

04

05

لولأا دیقلا

يناثلا دیقلا

1X
10

06

یتضح من الشكل السابق أنه لا وجود لمنطقة الحلول الممكنة،أي لا یوجد تقاطع بین القیود
QM for Windowsكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام البرنامج 
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في مثل هذه الحالة فإن أحد القیود الذي یشكل المسألة ):القید الزائد عن الحاجة(القیود غیر الضروریة -05
لمعادلة هذا القید یعتبر زائد عن الحاجة، أي أنه لا یساهم في تحدید منطقة الحل المثل، إذ أن المستقیم الممثل 

.یكون بعیدا عن منطقة الحلول الممكنة ولایؤثر بأي حال على الحلول
:أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التالیة:09مثال

  1 2

1 2

1 2

2

1 2

Z 20X 30X

03X 06X 24

02X X 10
S / C

           X 12

X ,X 0

MAX








 

 
 






:الحل
نحول المتراجحتین إلى مساواة ونأخذ نقاط مساعدة لرسمهما كالتالي

1 2

1 2

2

03X 06X 24

02X X 10

            X 12

...............(01)

...................(02)

...................(03)

 
 



0501X0801X

0102X0042X

2X

1X

بتعویضها ،نستخرج إحداثیتي النقاط المتطرفة ونقوم )A,B,C,D(منطقة الحلول الممكنة ممثلة في مضلع الرؤوس
في دالة الهدف كالتالي

دالة الهدفإحداثیتي النقاط المتطرفةالنقاط المتطرفة
  1 2MAX Z 20X 30X 

 MAX Z

A)0,0(0

140
B)0,04(120
C)04,02(140
D)05,0(100
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نلاحظ ان القید الثالث هو قید زائد عن الحاجة لوقوعه بعیدا عن منطقة الحلول الممكنة،أما الحل الأمثل فهو 
*

1 2 140X 4,X 02, Z  

QM for Windowsكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام البرنامج 
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نلاحظ ان القید الثالث هو قید زائد عن الحاجة لوقوعه بعیدا عن منطقة الحلول الممكنة،أما الحل الأمثل فهو 
*

1 2 140X 4,X 02, Z  

QM for Windowsكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام البرنامج 
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نلاحظ ان القید الثالث هو قید زائد عن الحاجة لوقوعه بعیدا عن منطقة الحلول الممكنة،أما الحل الأمثل فهو 
*

1 2 140X 4,X 02, Z  

QM for Windowsكما یمكن التوصل إلى نفس النتیجة بإستخدام البرنامج 



البرمجة الخطیة : المحور الرابع
طریقة السمبلكس 

)The Simplex Méthod(
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)The Simplex Méthod(البرمجة الخطیة طریقة السمبلكس: المحور الرابع

إن الحل البیاني لنموذج البرمجة الخطیة بالرغم من أنه یتمیز بسهولة تطبیقه كما انه یفید في فهم :مقدمة-01
البرمجة الخطیة،إلا أنه لا یصلح إلا في حالة وجود متغیرین قراریینخصائص تركیب وحل نموذج  1 2X ,X

ویصعب إستخدام هذا الأسلوب البیاني في حالة وجود ثلاثة متغیرات قراریة  1 2 3,X ,X X إذ یتطلب ذلك،
.عدد المتغیرات القراریة عن ثلاثةثلاث أبعاد على الرسم البیاني، ویستحیل إستخدامه إذا زاد 

طریقة السمبلكس هي الطریقة العامة لحل معظم نماذج البرمجة الخطیة، حیث تغلبت على قصور لذا تعتبر
الطریقة البیانیة،وذلك بإستخدامها في حل الأنواع المختلفة من نماذج البرمجة الخطیة التي تتضمن متغیرات 

كثر الطرق إستخداما وشیوعا في حل مشاكل البرمجة الخطیة، إذ تعتمد على متعددة، وتعتبر هذه الطریقة من أ
مصفوفة ریاضیة تشتمل خصائص المصفوفات الریاضیة حیث یتم ترتیب المتغیرات وترتیب عواملها على هیئة

على دالة الهدف وهي تمثل رأس الجدول بینما یشمل جسم الجدول على مصفوفة ریاضیة مأخوذة من معادلات 
.یود في النموذج الریاضي الذي یمثل المشكلةالق

إن البدایة التاریخیة لتطبیق هذه الطریقة تعود إلى الجهود المبذولة من قبل العالم الریاضیات البریطاني
،عندما تبین له عجز كل من الطریقة البیانیة والطریقة الجبریة 1947عام ) George Dantzig)(جورج دانتزیغ(

.مشاكل البرمجة الخطیة عندما تحتوي على أكثر من متغیرینفي معالجة
تبدأ هذه الطریقة بإیجاد حل مبدئي أساسي ممكن ثم التحرك إلى حل أساسي ممكن یكون أفضل من الحل 
السابق وذلك بإحلال أحد المتغیرات غیر الأساسیة محل المتغیرات الأساسیة في الجدول الأول وهذا مایسمى 

ل، ویتم إختیاره على أساس نسبه مساهمته في تحسین دالة الهدف، أما المتغیر الذي سیتم بالمتغیر الداخ
مغادرته والذي حل محله أحد المتغیرات الأساسیة فیسمى بالمتغیر الخارج ویتم إختیاره طبقا لقاعدة تضمن 

طة بدایة جدیدة لتكرار فإنه سیكون لدینا نقإمكانیة الحصول على حل جدید، وعندما یتم الوصول إلى هذا الحل
العملیة السابقة نفسها لتحدید حل أساسي ممكن أفضل من ذلك الذي حصلنا علیه في المرحلة السابقة وتتوقف 

:هذه العملیة عندما نصل إلى أحد الحالات الآتیة
.الحصول على حل نهائي ویكون الحل الأمثل- 
.تحدید عدد لا نهائي من الحلول- 
.ممكنالمشكلة لیس لها حل - 

:ولهذه الطریقة نوعان أساسیان من نماذج البرمجة الخطیة على أساس طریقة الحل المستخدمة لكل منهما وهما
في هذا النموذج تكون جمیع القیود الهیكلیة على صورة أصغر من أو تساوي :النوع الأول  وجمیع قیم،

السمبلكس التي تستخدم لحل هذا النوع من النماذج تسمى طریقة الثوابت في نفس الوقت موجبة وطریقة 
.السمبلكس الأساسیة
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في هذا النموذج تكون كل او بعض أو احد القیود على صورة أكبر او یساوي : النوع الثاني  أو على صورة
یساوي  وهي " طریقة السمبلكس المبدلة"م لحل هذا النوع من النماذج تسمى ، وطریقة السمبلكس التي تستخد

:تستخدم طریقتین للحل هما
)BIG-M(الكبیرة -م- طریقة-
)Two Phase(طریقة المرحلتین -

)Primalالنموذج الأولي (أو تقلیل التكالیفطریقة السمبلكس في حالة تعظیم الأرباح-02
بشرط أن تكون إشارة المتراجحات أقلفي حالة التعظیم والتقلیل ) primal(یمكن إستخدام النموذج الأولي

أو یساوي فقط  اما إذا كانت القیود من الشكل أكبر أو تساوي،  أو تساوي  أو أقل أو تساوي 
.سوف  یتم شرحها لاحقافي الحلخرىأفإننا سوف نتبع طریقة 

وإشارة المتراجحة أقل من او تساويالسمبلكس في حالة تعظیم الأرباحطریقة 02-01 
قبل البدئ بإستخدام طریقة السمبلكس لحل مشكلة التعظیم لابد من تحویل نموذج البرمجة الخطیة إلى الشكل 

ذا كانت 0والذي یتناسب مع القواعد والإجراءات الجبریة المعینة لمشكلة البرمجة الخطیة، فإ) القیاسي(المعیاري 
:لدینا الصیغة العامة لمشكلة التعظیم من الشكل التالي

  n n1 1 2 2 3 3

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3

S / C

MAX Z C X C X C X .................. C X

a X a X a X .......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b
.                .            .



    

    
    
    

 .             .        .
.                .            .   .             .        .
.                .            .   .             .        .
.                .            .

1 2 3 n

mn n mm1 1 m2 2 m3 3

X ,X ,X ,..........,X 0

.             .        .
 a X a X a X ... a X  b














 


    

:فإن الصیغة القیاسیة لها ستكون بالشكل التالي
  1 2 3 mn n1 1 2 2 3 3

n11 1 12 2 13 3 1n 1 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3 3

0S 0S 0S ......... 0S

=

S / C

MAX Z C X C X C X .................. C X

a X a X a X .......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S  b
.

    









    

   
    
    

           .            .           .           .          .
.                .            .   .             .          .
.                .            .   .             .          .
.

1 2 3 n

mn n m mm1 1 m2 2 m3 3

m1 2 3X ,X ,X ,..........,X 0, , , ,....., 0

                .            .  .             .          .
 a X a X a X ......... a X S  b

 S S S S
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:أما الصیغة الجدولیة فهي كالتالي
خارج 
القسمة
RATIO

bi

R.H.S

0....000Cn..C3C2C1

Sm....S3S2S1Xn..X3X2X1

b10....0001a1n..a13a21a11S10
b20....0010a2n..a23a22a21S20
b30....0100a3n..a33a32a31S30

........0....000

.........

.........

.........

.........

.........

.........

.........

bm01....000amn
........am3am2am1Sm0

Z=000000-Cn…C3--C2-C1Zj-Cj

ملاحظات حول الجدول السابق
CB:لأیة مرحلة من مراحل جدول السمبلكس(الأساسیة في دالة الهدف هي معاملات المتغیرات(
Cj: لدالة الهدف) الأساسیة وغیر الأساسیة(هي معاملات المتغیرات كافة.

BASIC:،أي لكل مرحلة (ویعني المتغیرات الأساسیة لذلك الجدول من جداول السمبلكسویسمى بعمود القاعدة
).لكس له متغیراته الأساسیة الخاصة بهمن مراحل السمبلكس،أي لكل جدول سمب

Zj-Cj: یسمى بسطر التقییم وهو حاصل طرح معاملات المتغیرات كافة في دالة الهدف من حاصل ضرب
:بحیث) المعاملات الفنیة(معاملات المتغیرات الأساسیة لذلك الجدول في حاصل ضرب أعمدة الجدول 

 
m

Bi ij
i 1

Z C a


 
aij: بالمعاملات الفنیةتسمى.
bi:هو عمود الكمیات المتاحة أو شعاع الثوابت.

:تحسب وفق العلاقة التالیة) Z(قیمة دالة الهدف 
m

B i
i 1

C bZ



للقیود الهیكلیة وبمعاملات الأیسربما أن الصیغة القیاسیة تتحقق فقط بإضافة المتغیرات الوهمیة في الجانب 

:صفر في دالة الهدف وبالتالي یمكن إعطاء تعریف لها كمایلي
هي متغیرات تضاف إلى  نموذج البرمجة الخطیة لتحقیق ):Slack Variables(تعریف المتغیرات الوهمیة -

ة  وفي حالة إستغلال ،أي أساسا لا علاقة بین طرفي المعادل)القیود على هیئة معادلات(شروط الصیغة القیاسیة 

Cj

BASIC

CB
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إستغلالا كاملا من قبل المتغیرات الأساسیة ) المصدر(الجانب الأیمن  n1 2 3X ,X ,X ,......,X في الجانب
كان المصدر غیر مستغل ،أما إذافي الحل الأمثل عبارة عن أصفار) Si(الأیسر،ظهرت قیم المتغیرات الوهمیة 

إستغلالا كاملا فهنا یظهر دور المتغیر الوهمي وبقیم موجبة في الحل الأمثل، للدلالة على أن المصدر في 
صفر دائما،أي أن معامل )Si(الجانب الأیسر لم یستغل بالكامل، وتكون تكالیف وأرباح المتغیرات الوهمیة 

.لیس لها تأثیر في دالة الهدف) Si(في دالة الهدف صفر، وأن إضافة ) Si(المتغیرات الوهمیة 
:خطوات الحل بإستخدام طریقة السمبلكس02-02
.تحویل القیود ودالة الهدف إلى الصیغة القیاسیة-1
.تحویل الصیغة القیاسیة إلى هیئة جدول وتسمى عندها بالصیغة الجدولیة-2
.تعیین الحل الأساسي الإبتدائي-3
إختیار المتغیر ذي القیمة الصغرى في سطر التقییم أو القیمة الكبرى بالقیمة المطلقة في حالة تعظیم -4

).عمود الإرتكاز(بالمتغیر الداخلالأرباح،إذ یطلق على العمود الذي یقابل تلك القیمة 
یة الموجبة فقط للمتغیر على المعاملات الفن) الكمیات المتاحة أو شعاع الثوابت(قسمة ثوابت الطرف الأیمن -5

iالداخل وذلك لإستخراج  النسبة ثم إختیار أقلها وفق العلاقة التالیة
ij i

ij

b
,  a 0 , b 0

a
min

  
 
  

  وتشیر ،

)سطر الإرتكاز(هذه النسبة المختارة إلى المتغیر الأساسي المقابل لها وهو المتغیر الخارج 
.د المتغیر الداخل وصف المتغیر الخارجتعیین نقطة الإرتكاز وهو العنصر المشترك بین عمو -6
تنظیم جدول جدید یدرج فیه المتغیرات الأساسیة الجدیدة، أي إستبدال المتغیر الداخل محل المتغیر الخارج -7

).BASIC(في عمود القاعدة 
.قسمة سطر الإرتكاز على نقطة الإرتكاز،أما عمود المتغیر الداخل فیأخذ صفرا-8
:كالتالي) bi(الموجودة في الجدول یتم إستخراجها وفقا للمعادلة التالیة بما ذلك قیم عمود الكمیات بقیة القیم -9

- العنصر القدیم=العنصر الجدید

-العنصر القدیم=

إلى أن نصل إلى جدول الحل الأمثل والذي یتمیز بوجود جمیع ) 9- 8-7-6- 5- 4(یتم تكرار الخطوات - 10
.القیم فیه موجبة أو معدومة وذلك في سطر التقییم

یوجد من یأخذ الحل الأمثل في حالة التعظیم هو أن تكون جمیع قیم سطر التقییم معدومة أو سالبة:ملاحطة

جداء النقطتین المتقابلتین
نقطة الإرتكاز

المقابل في الصف الخارج×المقابل في العمود الداخل

نقطة الإرتكاز
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:لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالیة:01مثال
  1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

Z 05X 02X 10X X

02X X 04X 07X 1000

        05X 02X 07X 200
S / C

04X 03X 06X 13X 2000

X ,X ,X ,X 0

MAX








   

   
  


   



أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة بإستخدام طریقة السمبلكس؟:المطلوب
:الحل

نموذج البرمجة الخطیة إلى النموذج القیاسيتحویل -1
  1 2 31 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1

2

3

1 2 3

0S 0S 0S

, , 0

Z 05X 02X 10X X

02X X 04X 07X 1000

        05X 02X 07X 200
S / C

04X 03X 06X 13X 2000

X ,X ,X ,X 0  ;

MAX

S

S

S

S S S

  

  


 



 

   

  
 


   



)الجدول الأول(نشكل جدول الحل الإبتدائي-2

القسمةخارج
RATIO

bi
R.H.S

00001100205CB
S3S2S1X4X3X2X1

2501000000107040102S10
10020000100702050S20
333.332000010013060304S30

Z=000001-10-02-05-Zj-Cj
من خلال سطر التقییم نقوم بإستخراج المتغیر الداخل إلى القاعدة والذي یقابل أقل قیمة سالبة أو أكبر قیمة 

).عمود الإرتكاز(X3، ومن خلال الجدول السابق نلاحظ أن المتغیر الداخل هو بالقیمة المطلقة
على المعاملات الفنیة ) الكمیات المتاحة(نقوم بقسمة عمود الثوابت ) سطر الإرتكاز(ولتحدید المتغیر الخارج 

للمتغیر الداخل بحیث نأخذ أقل قیمة موجبة، ومن خلال الجدول السابق نلاحظ أن أقل قیمة موجبة توافق 
02وأن نقطة الإرتكاز هي القیمة S2المتغیر 

:یخرج من قاعدة الحل، ونعید جدول سمبلكس آخر كمایليS2یدخل إلى قاعدة الحل وX3إذن 
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جدول السمبلكس الثاني

خارج القسمة
RATIO

bi

R.H.S
00001100205CB

S3S2S1X4X3X2X1

0010S10
10002/102/7015/20X310

0100S30
Z=0001-0Zj-Cj

على نقطة الإرتكاز في أن العمود یأخذ أصفارا، مع ملاحطة أن قسم سطر الإرتكازفي أول خطوة نقوم بت
.المتغیرات في عمود القاعدة تكون قیمها دائما صفر في سطر التقییم

:السابقة الذكر وهيیتم حسابها وفق العلاقة ) المعاملات الفنیة(ماتبقى من القیم 

- العنصر القدیم=العنصر الجدید

-العنصر القدیم=

ونحسب القیمة الجدیدة لها S1وX1في الجدول السابق وهي نقطة تلاقي 02على سبیل المثال نأخذ القیمة 
:في الجدول الثاني كمایلي

02=-02=العنصر الجدید
:التاليالسمبلكس الثانيوبنفس الطریقة نكمل جمیع القیم فنتحصل على الجدول

خارج القسمة
RATIO

bi

R.H.S
00001100205CB

S3S2S1X4X3X2X1

300600002-0107-009-02S10
∞10002/102/7015/20X310

35014000103-008-012-04S30
Z=100000503402305-Zj-Cj

:الهدف فتحسب وفق العلاقة التالیةأما قیمة الدالة الإقتصادیة أو دالة
 

03

B i
i 1

m

B i
i 1

C bC b 0 600 10 100 0 1400 1000ZZ Z


          

BASIC

Cj

BASIC

Cj

جداء النقطتین المتقابلتین
نقطة الإرتكاز

المقابل في الصف الخارج×المقابل في العمود الداخل

نقطة الإرتكاز

02

04×0
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نلاحظ من خلال الجدول السابق أن قیم سطر التقییم لاتزال بها قیم سالبة وبالتالي لم نتوصل بعد إلى الحل 
.المثل ونعید نفس الخطوات السابق شرحها

).عمود الإرتكاز(X1من خلال الجدول نلاحظ ان القیمة السالبة الوحیدة تقابل المتغیر الداخل هو 
على المعاملات الفنیة ) الكمیات المتاحة(نقوم بقسمة قیم عمود الثوابت ) سطر الإرتكاز(ولتحدید المتغیر الخارج 

السابق نلاحظ ان أفل قیمة موجبة توافق ومن خلال نفس الجدولللمتغیر الداخل بحیث نأخذ أقل قیمة موجبة،
إذن02وأن نقطة الإرتكاز هي S1المتغیر

X1یدخل إلى قاعدة الحل وS1یخرج من قاعدة الحل.

خارج القسمة
RATIO

bi

R.H.S
00001100205CB

S3S2S1X4X3X2X1

300001-2/1-7/20-9/201X105
0010X310
0100S30

Z=000Zj-Cj

أول خطوة نقوم بتقسیم سطر الإرتكاز على نقطة الإرتكاز في حین یأخذ العمود أصفارا مع ملاحظة أن متغیرات 
.القاعدة الأخرى تأخذ هي الأخرى أصفارا في سطر التقییم

السابقة الذكر فنتحصل على جدول السمبلكس الثالثأما باقي المعاملات الفنیة تحسب وفق العلاقة 

bi

R.H.S
00001100205CB

S3S2S1X4X3X2X1

300001-2/1-7/20-9/201X105
10002/107/2012/50X310
200010102-06000S30

Z=2500002/52/3302/10Zj-Cj

نلاحظ من خلال الجدول الثالث أن جمیع قیم سطر التقییم موجبة أو معدومة وبالتالي نكون قد توصلنا إلى 
.الحل الأمثل

1:المتغیرات الأساسیة 3 3300,X 100,S 200X   

2:المتغیرات غیر الأساسیة 4 1 20,S S 0X X   

1:أسعار الظل
05

02
S 

و یساوي أوإشارة المتراجحة أقل حالة تقلیل الأرباحالسمبلكس في طریقة 02-30 
وكانت القیود الهیكلیة تأخذ إشارة المتراجحة من النوع أقل أو یساويإذا كنا نبحث في مشكلة خفض التكالیف

  أي نسعى لإیجاد أصغر قیمة لتابع الهدف، فإننا نعالج هذه المسألة بشكل مشابه لمسألة البحث عن أعظم،

BASIC

Cj

BASIC

Cj
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قیمة لتابع الهدف، والفرق الوحید بینهما متعلق في دالة الهدف ذلك أن هدفنا هو تخفیض التكالیف،لذا فإن 
ا المتغیر سیئدي إلى تخفیض التكالیف لأن هذالمتغیر الداخل  سیكون المتغیر الذي یرافقه أكبر عنصر موجب

أكثر من أي متغیر آخر، ونتوصل ایضا إلى الحل الأمثل لمسالة  تخفیض التكالیف عندما نجد أن العناصر 
.سالبةفي سطر التقییم كلها معدومة أو 

:لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالیة:02مثال
  1 2 3

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

W X 03X 02X

03X X 02X 07

02X 04X 12
S / C

04X 03X 08X 10

X ,X ,X 0

MIN








  

  
  


   



الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة بإستخدام طریقة السمبلكس؟أوجد :المطلوب
:الحل

تحویل نموذج البرمجة الخطیة إلى النموذج القیاسي-1
  1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1

2

3

MIN W X 03X 02X 0S 0S 0S

03X X 02X + 07

02X 04X + =12
S/ C

04X 03X 08X 10

X ,X ,X 0 ;  S ,S ,S 0

S

S

S









     

  
 


    

 

)الجدول الأول(نشكل جدول الحل الإبتدائي-2

خارج القسمة
RATIO

bi
R.H.S

00002-03-01CB

S3S2S1X3X2X1
07-0700010201-03S10
0312001000402-S20

03.33100100080304-S30
Z=0000020301-Zj-Cj

، ومن خلال موجبةقیمة أكبرمن خلال سطر التقییم نقوم بإستخراج المتغیر الداخل إلى القاعدة والذي یقابل 
).عمود الإرتكاز(X2الجدول السابق نلاحظ أن المتغیر الداخل هو 

على المعاملات الفنیة ) الكمیات المتاحة(نقوم بقسمة عمود الثوابت ) سطر الإرتكاز(ولتحدید المتغیر الخارج 
للمتغیر الداخل بحیث نأخذ أقل قیمة موجبة، ومن خلال الجدول السابق نلاحظ أن أقل قیمة موجبة توافق 

04وأن نقطة الإرتكاز هي القیمة S2المتغیر 
:یخرج من قاعدة الحل، ونعید جدول سمبلكس آخر كمایليS2دة الحل ویدخل إلى قاعX2إذن 
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جدول السمبلكس الثاني

خارج القسمة
RATIO

bi
R.H.S

00002-03-01CB

S3S2S1X3X2X1
051001/4010205/2S10
∞0301/40001-1/2X203-

0.1280101-3/40080-5/2S30
Z=-090-3/400201/2Zj-Cj

نلاحظ أننا لم نتوصل بعد إلى الحل الأمثل لوجود قیم موجبة في سطر التقییم
08ونقطة الإرتكاز هي ) سطر الإرتكاز(S3والمتغیر الخارج هو ) عمود الإرتكاز(X3المتغیر الداخل هو 

جدول السمبلكس الثالث
خارج 
القسمة

RATIO
bi

R.H.S
00002-03-01CB

S3S2S1X3X2X1
03.1278/8-2/87/16010025/8S10
-060301/40001-1/2X203-
-2/51/81/8-3/320010-5/16X302-

Z=-74/8-2/8-9/1600018/16Zj-Cj

في حین ) عمود الإرتكاز(هو الوحید الذي به قیمة موجبة وبالتالي فهو المتغیر الداخل X1نلاحظ أن المتغیر
8/25ونقطة الإرتكاز هي ) سطر الإرتكاز(S1أن المتغیر الخارج هو 
جدول السمبلكس الرابع

bi
R.H.S

00002-03-01

CB S3S2S1X3X2X1

78/25-2/257/508/250001X101
114/25-1/258/258/500010X203-
88/801/10-1/201/100100X302-

Z=-319/25-3/50-18/25-9/25000Zj-Cj

نلاحظ ان جمیع القیم في سطر التقییم معدومة او سالبة وبالتالي نكون قد توصنا إلى الحل الأمثل

1:المتغیرات الأساسیة 2 3
78 114 88
25 25 80

X ,XX ,  

1:المتغیرات غیر الأساسیة 2 3S S S 0 

1:أسعار الظل 2 3
09 18 03
25 25 50

S ,SS ,  
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BASIC

Cj

BASIC

Cj
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)Primalالنموذج الأولي (طریقة السمبلكس في حالة تقلیل التكالیف-03
تكون الحصول على حل أولي ممكننه یمكن أ،)حالة تعظیم الأرباح او تقلیل التكایف(تطرقنا في الحالة السابقة 

فیه المتغیرات الوهمیة هي المتغیرات الأساسیة اما المتغیرات الحقیقیة فتكون مساویة للصفر، هذه البدایة ممكنة 
فقط إذا كانت جمیع القیود الهیكلیة بشكل المتراجحة من النوع أقل أو یساوي فقط   ،ما إذا كانت المتراجحة أ

من الشكل   أو في شكل مساواة  لایمكن إعتبار المتغیرات الوهمیة متغیرات أساسیة في الحل الأولي
غیرات ، وبالتالي لابد من إضافة نوع آخر من المتغیرات یسمى بالمت)لا یمكنها أن تعطي حلال أولیا ممكنا(

)A(الإصطناعیة والذي سوف نرمز له بالرمز 
هي متغیرات تساعدنا في الحل فقط ولیس لها معنى إقتصادي أي:)A(تعریف المتغیرات الإصطناعیة -

لا یمكن أن تظهر في الحل تماما،مادامت لا یجب أن تظهر في الحل إذن یجب تحمیلها بغرامة كبیرة جدا في 
.تماما عكس دالة الهدفتعمل ) M(الحل تدعى

:في دالة الهدف الحالتین التالیتین) M(تأخذ  المتغیرات الإصطناعیة)BIG-M(فبإستخدام طریق 
) M-(فإنها تأخذ الأشارة السالبة MAXفإذا كانت المسألة تعظیم 

)M+(فإنها تاخذ الإشارة الموجبة MINأما إذا كانت المسألة تدنیة 
:المرحلتین  فتأخذ المتغیرات الإصطناعیة في دالة الهدف الحالتین التالیتینأما بإستخداط طریقة 

) 01-(فإنها تأخذ المعامل MAXفإذا كانت المسألة تعظیم 
)01+(فإنها تاخذ المعامل MINأما إذا كانت المسألة تدنیة 

و یساوي أوإشارة المتراجحة أقل طریقة السمبلكس في حالة تقلیل التكالیف03-01 
:إذا كانت لدینا الصیغة العامة لمشكلة تقلیل التكالیف من الشكل التالي

  n n1 1 2 2 3 3

n11 1 12 2 13 3 1n 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3

S / C

MIN W C X C X C X .................. C X

a X a X a X .......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b

a X a X a X ......... a X  b
.                .            .



    

    
    
    

 .             .         .
.                .            .   .             .         .
.                .            .   .             .         .
.                .            .

1 2 3 n

mn n mm1 1 m2 2 m3 3

X ,X ,X ,..........,X 0

   .             .         .
 a X a X a X .... a X  b














 


    

للحصول على التساوي بین الطرفین وعلیه یتم تحویل ) الراكدة(في هذه الحالة یتم طرح المتغیرات الفائضة 
:المشكلة إلى الصیغة التالیة
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  1 2 mn n1 1 2 2 3 3

n11 1 12 2 13 3 1n 1 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3 3

0S 0S ........ 0S

S / C

MIN W C X C X C X .................. C X

a X a X a X .......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S  b
.

   



    

     
     
     
      .            .           .      .         .

.                .            .   .             .         .

.                .            .   .             .         .

.

1 2 3 n

mn n m mm1 1 m2 2 m3 3

m1 2 3X ,X ,X ,..........,X 0; , , ....., 0

        .            .           .        .         .
 a X a X a X .... a X S  b

 S S S S














  


     

وبما أن الحل الإبتدائي الأساسي یبدأ من خلال وضع قیم كل متغیرات القرار مساویا إلى الصفر وعلیه فإن 
:الموارد تأخذ قیم المتغیرات الفائضة لنحصل على الصیغة التالبة

1 1

2 2

3 3

m m

S / C

S  b

S  b

S  b
   .
   .

S  b




 





 
 
 

 

نلاحظ أن هذه العلاقة تعارض شرط عدم السلبیة، وعلیه لایوجد حل متاح وبموجیه یتطلب إجراء تعدیلات 
لغرض التحول إلى الحل المتاح وهذا ما یمكن إجراؤه من خلال إضافة المتغیرات الإصطناعیة لكل معادلة 

ولتكن هذه المتغیرات الإصطناعیة  m1 2 3A ,A ,A ,......,A ل)m ( المعادلات وبناءا على ذلك یمكن من
:التعبیر عن القیود كالتالي

1

2

3

n11 1 12 2 13 3 1n 1 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3 3

A

A

A

S / C

a X a X a X .......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S  b
.                .            .   .             .









     
     
     

.
.                .            .   .             .         .
.                .            .   .             .         .
.                .            .   .             .

mmn n m mm1 1 m2 2 m3 3 A

  .
 a X a X a X .... a X S  b












       

وبما أن الحل الإبتدائي الأساسي یبدأمن خلال وضع قیم كل متغیرات القرار والمتغیرات الفائضة مساویة إلى 
:تالیةالصفر وعلیه فإن الموارد تأخذ قیم المتغیرات الإصطناعیة لنحصل على الصیغة ال
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1

2

3

m

1

2

3

m

A

A

A

S / C

A

 b

 b

 b
.
.
.
  b





 












.موجبة وبالتالي یتوافق مع شرط عدم السلبیة ومنه یوجد حل ممكن) الكمیات المتاحة(قیم شعاع الثوابت 
:وتكون الصیغة القیاسیة لنموذج في شكلها النهائي كالتالي

  1 2 m 1 2 3 m

1

2

3

n n1 1 2 2

n11 1 12 2 13 3 1n 1 1

n21 1 22 2 23 3 2n 2 2

n31 1 32 2 33 3 3n 3

0S 0S ...... 0S MA MA MA ....... MA

A

A

A

S / C

MIN W C X C X ....... C X

a X a X a X .......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S  b

a X a X a X ......... a X S

         









  

     
     
     3 b

.                .            .   .             .         .

.                .            .   .             .         .

.                .            .   .             .



m

1 2 3 n 1 2 3 m

mn n m mm1 1 m2 2 m3 3

m1 2 3

A

X ,X ,X ,..........,X 0; , , ....., 0;A ,A ,A ,......,A 0

    .
.                .            .   .             .         .
 a X a X a X .... a X S  b

 S S S S



  

     

















طرق الحل في حالة تقلیل التكالیف03-20
التعظیم كانت القیود من الشكل أصغر أو یساويفي مشاكل  ویتم تحویلها إلى الصیغة القیاسیة بإضافة

المتغیرات الفائضة، أما إذا كانت قیود المشكلة على شكل أكبر أو یساوي   فلا بد من طرح المتغیرات
لنموذج القیاسي، وهنا نواجه مشكلة تعذر الحصول على حل إبتدائي ممكن لأن الفائضة منها لتحویلها إلى ا

المتغیرات الفائضة تحمل إشارة سالبة وهذا یتعارض مع شرط عدم السلبیة، مما یتطلب إضافة متغیرات أخرى 
القیود موجبة یطلق علیها بالمتغیرات الإصطناعیة لتكون بمثابة المتغیر الأساسي للتوصل إلى حل ممكن، أما

التي تحتوي على علامة مساواة   فیتم إضافة متغیر إصطناعي الیها فقط تمهیدا لتوفیر المتغیرات الأساسیة
.التي تستند علیها مصفوفة الوحدة ومن ثم التوصل إلى حل النموذج

خلال إستبعاد هذه المتغیرات من نستطیع التوصل إلى حل المشكلة المتضمنة المتغیرات الإصطناعیة من 
النموذج، ومن ثم الإستمرار في خطوات الحل للتوصل إلى الحل الأمثل ویمكن تطبیق طریقتان لحل النموذج 

:الذي یحتوي على المتغیرات الإصطناعیة وهما
)BIG-M-Technique) (طریقة الغرامة(الكبیرة Mطریقة - 
)Two Phase(طریقة المرحلتین - 
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)Technique-M-BIG) (طریقة الغرامة(الكبیرة Mطریقة 01- 03-20
قیمة كبیرة جدا، ) M(إلى المتغیرات الإصطناعیة في دالة الهدف إذ تمثل ) M(تعتمد هذه الطریقة على إضافة 

إلى دالة الهدف في ) M(وتساعد إضافة وتحمل بإشارة سالبة في حالة التعظیم وبإشارة موجبة في حالة التقلیل
.إخراج المتغیرات الإصطناعیة من الحل الأمثل

خطوات الحل باستخدام طریقة السمبلكس-
.تحویل القیود ودالة الهدف إلى الصیغة القیاسیة-1
.تحویل الصیغة القیاسیة إلى هیئة جدول وتسمى عندها بالصیغة الجدولیة-2
.تعیین الحل الأساسي الإبتدائي-3
في سطر التقییم ،إذ یطلق على العمود الذي یقابل تلك ) M(الكبرى للمعامل إختیار المتغیر ذي القیمة -4

).عمود الإرتكاز(بالمتغیر الداخلالقیمة 
على المعاملات الفنیة الموجبة فقط للمتغیر ) الكمیات المتاحة أو شعاع الثوابت(قسمة ثوابت الطرف الأیمن -5

iفق العلاقة التالیةالداخل وذلك لإستخراج  النسبة ثم إختیار أقلها و 
ij i

ij

b
,  a 0 , b 0

a
min

  
 
  

  وتشیر ،

)سطر الإرتكاز(هذه النسبة المختارة إلى المتغیر الأساسي المقابل لها وهو المتغیر الخارج 
.تعیین نقطة الإرتكاز وهو العنصر المشترك بین عمود المتغیر الداخل وصف المتغیر الخارج-6
یرات الأساسیة الجدیدة، أي إستبدال المتغیر الداخل محل المتغیر الخارج تنظیم جدول جدید یدرج فیه المتغ-7

).BASIC(في عمود القاعدة 
.قسمة سطر الإرتكاز على نقطة الإرتكاز،أما عمود المتغیر الداخل فیأخذ صفرا-8
:كالتالي) bi(یات بقیة القیم الموجودة في الجدول یتم إستخراجها وفقا للمعادلة التالیة بما ذلك قیم عمود الكم-9

- العنصر القدیم=العنصر الجدید

-العنصر القدیم=

الحل الأمثل والذي یتمیز بوجود جمیع إلى أن نصل إلى جدول ) 9- 8-7-6- 5- 4(یتم تكرار الخطوات - 10
.القیم فیه موجبة أو معدومة وذلك في سطر التقییم

.یوجد من یأخذ الحل الأمثل في حالة التقلیل هو أن تكون جمیع قیم سطر التقییم معدومة أو موجبة:ملاحطة
:لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:03مثال

  1 2

1 2

1 2

1 2

W 2400X 1000X

03X 02X 20

S / C 06X X 30

X ,X 0

MIN







 

 
  



جداء النقطتین المتقابلتین
نقطة الإرتكاز

المقابل في الصف الخارج×المقابل في العمود الداخل

نقطة الإرتكاز
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)BIG-M(الكبیرة Mأوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة بإستخدام طریقة :مطلوبال
:الحل
:تحویل الصیغة العامة إلى الصیغة القیاسیة كمایلي-01

  1 2 1 2

1 1

2 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

0S 0S MA MA

S A

+S +A      =

S ,S 0;A ,A 0

W 2400X 1000X

03X 02X 20

S / C 06X   X 30

X ,X 0;

MIN    

 


  

 

 
 



)الحل الأولي الممكن(تشكیل جدول الحل الإبتدائي - 02

خارج 
القسمة

bi
R.H
.S

MM0010002400

A2A1S2S1X2X1

6.66200010-010203A1M
0530010-0100106A2M

W=50 M00- M- M03 M-100009 M-2400Wj-Cj

من خلال سطر التقییم نقوم بإستخراج المتغیر الداخل إلى القاعدة والذي یقابل أكبر قیمة موجبة للمعامل 
M ومن خلال جدول الحل الإبتدائي نلاحظ أن المتغیر الداخل هو،X1)عمود الإرتكاز.(

على المعاملات الفنیة ) الكمیات المتاحة(نقوم بقسمة عمود الثوابت ) سطر الإرتكاز(ولتحدید المتغیر الخارج 
للمتغیر الداخل بحیث نأخذ أقل قیمة موجبة فقط،أما إن كانت قیمة سالبة فیتم إهمالها، ومن خلال الجدول 

إذن06الإرتكاز هي القیمة ، وان نقطة A2السابق نلاحظ أن أقل قیمو موجبة توافق المتغیر 
X1یدخل إلى القاعدة وA2 خر للسمبلكس كمایليآیخرج من القاعدة ونعید تشكیل جدول:
خارج 
القسمة

bi
R.H.S

MM0010002400
A2A1S2S1X2X1

010A1M

051/60-1/601/601X12400

W=00Wj-Cj

.اقسم سطر الإرتكاز على نقطة الإرتكاز أما العمود فیاخذ صفر في أول خطوة نقوم بت
:یتم حسابها تبعا للعلاقة التالیة) المعاملات الفنیة)(الخانات الفارغة(ماتبقى من القیم 

- العنصر القدیم=العنصر الجدید

-العنصر القدیم=

BASIC
CjCB

BASIC
CB

جداء النقطتین المتقابلتین
نقطة الإرتكاز

المقابل في الصف الخارج×المقابل في العمود الداخل

نقطة الإرتكاز

Cj
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:فنتحصل على جدول السمبلكس الثاني
خارج 
القسمة

bi

R.H
.S

MM0010002400

A2A1S2S1X2X1

10/305-1/2011/2-013/20A1M

30051/60-1/601/601X1
240

0
W=50

M+12000-3/2 M+4000M/2-400- M3/2 M-6000Wj-Cj

:قیمة الدالة الإقتصادیة فیتم حسابها كمایلي
 

02

B i
i 1

m

B i
i 1

C bC b M 05 05 2400 05M 12000WW W


         
الحل نلاحظ من خلال الجدول الثاني أن قیم سطر التقییم لا تزال بها قیم موجبة وبالتالي لم نتوصل بعد إلى 

.الأمثل ونعید نفس الخطوات السابق شرحها
).عمود الإرتكاز(X2تقابل المتغیر الداخلMمن خلال الجدول الثاني نلاحظ أن أكبر قیمة موجبة للمعامل 

على المعاملات الفنیة ) الكمیات المتاحة(نقوم بقسمة قیم عمود الثوابت ) سطر الإرتكاز(ولتحدید المتغیر الخارج 
موجبة فقط، ومن خلال الجدول السابق فإن أقل قیمو موجبة توافق المتغیرةالداخل بحیث نأخذ أقل قیمللمتغیر 

A1 إذن2/3،وأن نقطة الإرتكاز هي
X2یدخل إلى القاعدة وA1یخرج من القاعدة كما یوضحه الجدول التالي:
خارج 
القسمة

bi
R.H.S

MM0010002400
A2A1S2S1X2X1

10/3-1/32/31/3-2/3010X21000

001X12400

W=00Wj-Cj

.أول خطوة تتمثل في قسمة سطر الإرتكاز على نقطة الإرتكاز في حین العمود یأخذ أصفارا
.تحسب حسب الطریقة السابق شرحها) الخانات الفارغة(باقي المعاملات 
الثالثجدول السمبلكس

bi

R.H.S

MM0010002400
A2A1S2S1X2X1

10/3-1/32/31/3-2/3010X21000

40/92/9-1/9-2/91/9001X12400

W=14000200-3 M400-9 M-200-40000Wj-Cj

BASIC
CB

Cj

BASIC
CB

Cj

BASIC
CjCB
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سالبة أو معدومة وبالتالي فقد توصلنا إلى الحل نلاحظ من خلال الجدول الثالث أن جمیع قیم سطر التقییم 
.الأمثل

1:المتغیرات الأساسیة 2
40 10
09 03

XX , 

1: المتغیرات غیر الأساسیة 2S S 0

1: أسعار الظل 2400 200SS , 

:لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالیة:04مثال
  1 2 3

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

06

, 0

Z 03X X X

X X X 10

02X X 02
S / C

X 02X X

X ,X X

MAX 


 
  
 

 

 





)BIG-M(الكبیرة Mأوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة بإستخدام طریقة :المطلوب
:الحل
تحویل النموذج إلى الصیغة القیاسیة-01

  1 2 3 1 2 1 2 3

1 2 3 1

1 2 1 2

1 2 3 2 3

1 2 3 1 1 2 3

MAX Z 03X X X 0S 0S MA MA MA

X X X A 10

02X X S A 02
S / C

X 02X X S A 06

X ,X ,X 0;S 0;A ,A ,A 0

       

   
          
   

)الحل الأولي الممكن(تشكیل جدول الحل الإبتدائي -02
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M-M00-010103
A3A2A1S2S1X3X2X1

1010000100010101A1-M

010200100-010-0102A2-M

06060100-01001-0201A3-M

Z=-18M000MM-2M+12M -1-4M-3Zj-Cj

02ونقطة الإرتكازهي A2والمتغیر الخارج من القاعدة هو) الإرتكازعمود (X1المتغیر الداخل إلى القاعدة هو

CB

Cj

BASIC
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جدول السمبلكس الثاني
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M-M00-010103
A3A2A1S2S1X3X2X1

09090-1/20101/2013/20A1-M
∞0101/200-1/20-1/201X103
050501-1/20-011/201-3/20A3-M

Z=-14M+303/20M-M-3/2-2M+1-5/20Zj-Cj

01ونقطة الإرتكازهي A3والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X3المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
جدول السمبلكس الثالث

خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M-M00-010103
A3A2A1S2S1X3X2X1

4/304-010010100030A1-M
-020101/200-1/20-1/201X103

-10/30501-1/20-011/201-3/20X3-01
Z=-04M-22M-1020-M+1-020-3M-10Zj-Cj

03ونقطة الإرتكازهي A1والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X2المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
الرابعجدول السمبلكس 

خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M-M00-010103
A3A2A1S2S1X3X2X1

∞4/3-1/301/31/300010X201
-10/35/3-1/61/21/61/6-1/20001X103
14071/2-1/21/2-1/21/20100X3-01

Z=-2/3M-4/3M+21/3+ M4/3-02000Zj-Cj

2/1ونقطة الإرتكازهي X3والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(S1المتغیر الداخل إلى القاعدة هو

Cj

BASICCB

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC
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جدول السمبلكس الخامس
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M-M00-010103
A3A2A1S2S1X3X2X1

044/3-1/301/31/300010X201
-57/226/31/302/3-1/3001001X103
-070701-0101-01010200S10

Z=-2/32/3+ MM5/3+ M-2/300400Zj-Cj

3/1ونقطة الإرتكازهي X2والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(S2المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
السادسجدول السمبلكس 

bi

R.H.S

-M-M-M00-010103
A3A2A1S2S1X3X2X1

04-010010100030S20
10000100010101X103
110-010200102030S10

Z=30-01M3+ M0004020Zj-Cj

نلاحظ أن جمیع قیم سطر التقییم موجبة أو معدومة وبالتالي فقد توصلنا إلى الحل الأمثل
12:المتغیرات الأساسیة 104 11,X 10SS ,  

2: المتغیرات غیر الأساسیة 3X X 0

:)TOW PHASE(طریقة المرحلتین 02- 03-02
إذ أن القیمة Mحیث أنها لا تستخدم المتغیر ) BIG-M(الكبیرة Mإن هذه الطریقة تختلف عن طریقة 

كرقم كبیر جدا قد یجعل الحل یتضمن بعض الصعوبة وقد طور العالمان دانتزیغ وجوردن Mالمفترضة ل
)Dantzig et Gorden ( طریقة المرحلتین والتي تعتمد في إیجاد الحل الأمثل على مرحلتین،وتتلخص خطوات

:طریقة السمبلكس ذات المرحلتین فیمایلي
:المرحلة الأولى

.إلى قیود نموذج البرمجة الخطیة) Ai(عیة یتم إضافة المتغیرات الإصطنا-01
بغض النظر ) MIN(وفیها نستخدم دالة هدف جدیدة وهمیة من نوع ) Phase I(في المرحلة الأولى للحل -02

بدلا من ) 01(عن دالة الهدف الأصلیة، تحتوي هذه الأخیرة على مجموع المتغیرات الإصطناعیة فقط بمعامل 
)M( أو بمعامل،)(دالة الهدف من نوع في حالة) - 01MAX( أما بقیة المتغیرات فتكون بمعامل،)والهدف )0،

من هذه المرحلة هو التخلص من المتغیرات الإصطناعیة التي تم إضافتها إلى القیود ودالة الهدف قبل الإنتقال 
.إلى المرحلة الثانیة، لیحل محلها متغیرات المسألة الأصلیة

CB

Cj

BASIC

Cj

BASIC
CB
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نحول المسألة إلى اصیغة القیاسیة ونستمر بالدورات التكراریة الإعتیادیة حتى تصبح دالة الهدف مساویة -03
إلى الصفر ویتحقق شرط الأمثلیة لتنتهي بهذا المرحلة الأولى،ونفحص الحل المثل للتأكد من خلوه من المتغیرات 

ولا یوجد حل ) غیر متاح(غیر مقبول الإصطناعیة بقیم أكبر من الصفر، فإن وجدت فذلك یعني بأن الحل
. للمسألة وننتقل إلى المرحلة الثانیة

:المرحلة الثانیة
نحذف كل صفوف وأعمدة المتغیرات الإصطناعیة ودالة الهدف الجدیدیة، من الجدول الأخیر للمرحلة -01

تبدأ المرحلة الثانیة الأولى، ونستخدم في دالة الهدف الأصلیة متغیرات القرار والمتغیرات الفوائض فقط ل
)Phase II (والتي تستخدم لإیجاد الحل الأمثل،.

نكون الجدول الأول للمرحلة الثانیة بالإعتماد على دالة الهدف الأصلیة ونستمر بالدورات التكراریة -02
.الإعتیادیة حتى نصل إلى الحل الأمثل النهائي للمسألة

03نفس معطیات المثال:50مثال
  1 2

1 2

1 2

1 2

W 2400X 1000X

03X 02X 20

S / C 06X X 30

X ,X 0

MIN







 

 
  



المرحلتینأوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة بإستخدام طریقة :المطلوب
:الحل

:المرحلة الأولى
:أما قیود المسألة فتبقى على حالها كالتالي،نشكل دالة هدف جدیدة بمجموع المتغیرات الإصطناعیة فقط-01

  1 2

1 2 1 1

1 2 2 2

1 2 1 2 1 2

A A

03X 02X S A 20

S / C 06X   X +S +A      = 30

X ,X 0;S ,S 0;A ,A 0

WMIN 

   
 
   



:الحل الأساسي الممكن للمسألة كمایلينشكل جدول 
خارج 
القسمة

bi
R.H.S

01010000
A2A1S2S1X2X1

6.66200010-010203A101

0530010-0100106A201

W=5000- 01- 010309Wj-Cj

ومن خلال ، من خلال سطر التقییم نقوم بإستخراج المتغیر الداخل إلى القاعدة والذي یقابل أكبر قیمة موجبة 
).عمود الإرتكاز(X1جدول الحل الإبتدائي نلاحظ أن المتغیر الداخل هو 

BASIC
CB
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على المعاملات الفنیة ) الكمیات المتاحة(نقوم بقسمة عمود الثوابت ) سطر الإرتكاز(ولتحدید المتغیر الخارج 
للمتغیر الداخل بحیث نأخذ أقل قیمة موجبة فقط،أما إن كانت قیمة سالبة فیتم إهمالها، ومن خلال الجدول 

إذن06الإرتكاز هي القیمة ، وان نقطة A2السابق نلاحظ أن أقل قیمو موجبة توافق المتغیر 
X1عمود الإرتكاز(یدخل إلى القاعدة (وA2یخرج من القاعدة)و نقطة الإرتكاز هي القیمة )سطر الإرتكاز
:خر للسمبلكس كمایليآونعید تشكیل جدول 06

:جدول السمبلكس الثاني

biخارج القسمة

R.H.S

01010000
A2A1S2S1X2X1

10/305-1/2011/2-013/20A101

30051/60-1/601/601X10

W=05-3/201/2-013/20Wj-Cj

نلاحظ من خلال الجدول الثاني أن قیم سطر التقییم لا تزال بها قیم موجبة وبالتالي لم نتوصل بعد إلى الحل 
.الأمثل ونعید نفس الخطوات السابق شرحها

).عمود الإرتكاز(X2تقابل المتغیر الداخلو2/3خلال الجدول الثاني نلاحظ أن أكبر قیمة موجبة هي من 
على المعاملات الفنیة ) الكمیات المتاحة(نقوم بقسمة قیم عمود الثوابت ) سطر الإرتكاز(ولتحدید المتغیر الخارج 

ول السابق فإن أقل قیمو موجبة توافق المتغیرللمتغیر الداخل بحیث نأخذ أقل قیمة موجبة فقط، ومن خلال الجد
A1 إذن2/3،وأن نقطة الإرتكاز هي
X2عمود الإرتكاز(یدخل إلى القاعدة (وA1یخرج من القاعدة)2/3ونقطة الإرتكاز هي ) سطر الإرتكاز

جدول السمبلكس الثالث
bi

R.H.S

01010000
A2A1S2S1X2X1

10/3-1/32/31/3-2/3010X20

40/92/9-1/9-2/91/9001X10

W=0-01-010000Wj-Cj

نلاحظ من خلال الجدول الثالث أن جمیع قیم سطر التقییم سالبة أو معدومة،كما ان قیمة الدالة تساوي صفر 
.وبالتالي فقد توصلنا إلى نهایة المرحلة الأولى

BASIC
CB

Cj

BASIC
CjCB



عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

63

:الثانیةالمرحلة 
.نعید دالة الهدف الأصلیة ونحذف أعمدة المتغیرات الإصطناعیة من الجدول الأخیر للمرحلة الأولى

  1 21 2 0S 0SW 2400X 1000XMIN   

bi

R.H.S

0010002400
S2S1X2X1

10/31/3-2/3010X21000

40/9-2/91/9001X12400

W=14000-200-40000Wj-Cj

نلاحظ من خلال هذا الجدول أن جمیع قیم سطر التقییم سالبة أو معدومة وبالتالي نكون قد توصلنا إلى الحل 
.الأمثل

1:المتغیرات الأساسیة 2
40 10
09 03

XX , 

1: المتغیرات غیر الأساسیة 2S S 0

1: أسعار الظل 2400 200SS , 

)BIG-M(وهي نفس النتیجة المتحصل علیها بطریقة 
05نفس معطیات المثال :60مثال

  1 2 3

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

06

, 0

Z 03X X X

X X X 10

02X X 02
S / C

X 02X X

X ,X X

MAX 


 
  
 

 

 





.المرحلتینأوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة بإستخدام طریقة :المطلوب
:الحل

:المرحلة الأولى
أما قیود المسألة فتبقى على حالها، مع ،المتغیرات الإصطناعیة فقطنشكل دالة هدف جدیدة بمجموع -01

:كالتالي) MIN(وبالتالي یجب تحویلها إلى الدالة من نوع )MAX(ملاحظة أن الدالة من نوع 
  1 2 3

1 2 3 1

1 2 1 2

1 2 3 2 3

1 2 3 1 1 2 3

MIN(Z) MAX Z A A A

X X X A 10

02X X S A 02
S / C

X 02X X S A 06

X , X , X 0;S 0;A , A , A 0

     

   
          
   

BASIC
CjCB
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)الحل الأولي الممكن(تشكیل جدول الحل الإبتدائي -02
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-01-01-0100000
A3A2A1S2S1X3X2X1

1010000100010101A1-01

010200100-010-0102A2-01

06060100-01001-0201A3-01

Z=-180000101-0202-04Zj-Cj

02ونقطة الإرتكازهي A2والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X1المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
جدول السمبلكس الثاني

خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-01-01-0100000
A3A2A1S2S1X3X2X1

09090-1/20101/2013/20A1-01
∞0101/200-1/20-1/201X10
050501-1/20-011/201-3/20A3-01

Z=-14002001-01-0200Zj-Cj

01ونقطة الإرتكازهي A3والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X3المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
جدول السمبلكس الثالث

خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-01-01-0100000
A3A2A1S2S1X3X2X1

4/304-010010100030A1-01

-020101/200-1/20-1/201X10
-10/30501-1/20-011/201-3/20X30

Z=-0402010-0100-030Zj-Cj

03ونقطة الإرتكازهي A1والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X2المتغیر الداخل إلى القاعدة هو

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC
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الرابعجدول السمبلكس 
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-01-01-0100000
A3A2A1S2S1X3X2X1

∞4/3-1/301/31/300010X20
-10/35/3-1/61/21/61/6-1/20001X10
14071/2-1/21/2-1/21/20100X30

Z=001010100000Zj-Cj

نلاحظ من خلال الجدول الرابع أن جمیع قیم سطر التقییم موجبة أو معدومة،كما ان قیمة الدالة تساوي صفر 
.وبالتالي فقد توصلنا إلى نهایة المرحلة الأولى

:المرحلة الثانیة
.الأخیر للمرحلة الأولىنعید دالة الهدف الأصلیة ونحذف أعمدة المتغیرات الإصطناعیة من الجدول -01

  1 2 3 1 2MAX Z 03X X X 0S 0S    

خارج 
القسمة

bi

R.H.S

00-010103
S2S1X3X2X1

∞4/31/300010X201
-10/35/31/6-1/20001X103
1407-1/21/20100X3-01

Z=04/3-02000Zj-Cj

الأمثل یتمثل في كون جمیع قیم سطر التقیم مومجبة أو معدومة ،إذن لا بد من التخلص من القیمة بما أن الحل 
.السالبة

2/1ونقطة الإرتكازهي X3والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(S1المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
جدول السمبلكس الأول
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

00-010103
S2S1X3X2X1

044/31/300010X201
-57/226/3-1/3001001X103
-0707-01010200S10

Z=82/3-2/300400Zj-Cj

3/1ونقطة الإرتكازهي X2والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(S2المتغیر الداخل إلى القاعدة هو

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC
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الثانيجدول السمبلكس 
bi

R.H.S

00-010103
S2S1X3X2X1

040100030S20
1000010101X103
1100102030S10

Z=300004020Zj-Cj

الأمثل والذي یمثل نهایة نلاحظ أن جمیع قیم سطر التقییم موجبة أو معدومة وبالتالي فقد توصلنا إلى الحل 
.المرحلة الثانیة

12:المتغیرات الأساسیة 104 11,X 10SS ,  
2: المتغیرات غیر الأساسیة 3X X 0

).BIG-M(الكبیرة Mوهي نفس النتیجة المتحصل علیها بطریقة 
:الحالات الخاصة في حل مسائل البرمجة الخطیة-04

حالات ومشاكل خاصة تظهر عند إستخدام طریقة الحل بإستخدام السمبلكس في حل مشاكل البرمجة هناك أربع 
الخطیة، وتنشأ هذه الحالات نتیجة الخلل في بناء النموذج الریاضي، أو نتیجة الحل بالطریقة المبسطة وهذه 

:الحالات هي
)Infeasibility(تعذر الحل أو عدم وجود حل ممكن -01
)Unboundness(یة الحل عدم محدود-02
)Alternative Optimal Solutions) (وجود أكثر من حل أمثل(تعدد البدائل -03
)Degeneracy)(التكرار أو الدوران(الإنحلال -04

:یلي شرح لهذه الحالات الأربعةوفیما
جمیع قیود یعني ذلك عدم وجود أیة نقطة تحقق :)Infeasibility(الحل أو عدم وجود حل ممكن تعذر-01

طریقة (المسألة،ویتعبیر آخر تكون منطقة الإمكانات عبارة عن مجموعة خالیة، وعند إستخدام الطریقة المبسطة 
نلاحظ ذلك عند الوصول إلى الجدول الذي یعطي الحل الأمثل، ولكن هناك متغیرا إصطناعیا لایزال ) السمبلكس

.بةموجودا في الحل بین المتغیرات الأساسیة وبقیمة موج
لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:07مثال

  1 2

1 2

1 2

1 2 0

Z 03X 02X

02X X 02

S / C 03X 04X 12

X ,X

MAX


 
 

 

 
 

أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة؟:المطلوب

Cj

BASIC
CB
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:الحل
)الإبتدائي(نحول البرنامج إلى الصیغة القیاسیة ونشكل جدول الحل الأولي 

  1 2 1

1

2 1

1 2 1

1 2

1 2

1 2

1 2

0S 0S MA

S

S A

0;S ,S 0;A 0

Z 03X 02X

02X X 02

S / C 03X 04X 12

X ,X

MAX   


   
   

 

 
 

)الأولي(جدول الحل الإبتدائي 
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M000203
A1S2S1X2X1

020200010102S10
031201-0100403A1-M

Z=-12M0M0-4M-2-3M-03Zj-Cj

01ونقطة الإرتكازهي S1والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X2المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
جدول السمبلكس الثاني
bi

R.H.S

-M000203
A1S2S1X2X1

0200010102X202
0401-01-040-05A1-M

Z=04-04 M0M4M+205M+1Zj-Cj

نلاحظ من خلال هذا الجدول ان جمیع قیم سطر التقییم موجبة أو معدومة وبالتالي فهو یعتبر حل أمثل، لعدم 
أي متغیر (في القاعدة A1إمكانیة إدخال متغیر آخر إلى القاعدة،ولكن مع ملاحظة بقاء المتغیر الإصطناعي 

.مما یعني لایوجد حل لهذه المسألة) أساسي
QM for Windowsا الحل بإستخدام البرنامج ویمكن إظهار نتیجة هذ

)عدم تقاطع القیود(عدم وجود حل لوجود تناقض في القیود

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC

عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

67

:الحل
)الإبتدائي(نحول البرنامج إلى الصیغة القیاسیة ونشكل جدول الحل الأولي 

  1 2 1

1

2 1

1 2 1

1 2

1 2

1 2

1 2

0S 0S MA

S

S A

0;S ,S 0;A 0

Z 03X 02X

02X X 02

S / C 03X 04X 12

X ,X

MAX   


   
   

 

 
 

)الأولي(جدول الحل الإبتدائي 
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M000203
A1S2S1X2X1

020200010102S10
031201-0100403A1-M

Z=-12M0M0-4M-2-3M-03Zj-Cj

01ونقطة الإرتكازهي S1والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X2المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
جدول السمبلكس الثاني
bi

R.H.S

-M000203
A1S2S1X2X1

0200010102X202
0401-01-040-05A1-M

Z=04-04 M0M4M+205M+1Zj-Cj

نلاحظ من خلال هذا الجدول ان جمیع قیم سطر التقییم موجبة أو معدومة وبالتالي فهو یعتبر حل أمثل، لعدم 
أي متغیر (في القاعدة A1إمكانیة إدخال متغیر آخر إلى القاعدة،ولكن مع ملاحظة بقاء المتغیر الإصطناعي 

.مما یعني لایوجد حل لهذه المسألة) أساسي
QM for Windowsا الحل بإستخدام البرنامج ویمكن إظهار نتیجة هذ

)عدم تقاطع القیود(عدم وجود حل لوجود تناقض في القیود

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC
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:الحل
)الإبتدائي(نحول البرنامج إلى الصیغة القیاسیة ونشكل جدول الحل الأولي 

  1 2 1

1

2 1

1 2 1

1 2

1 2

1 2

1 2

0S 0S MA

S

S A

0;S ,S 0;A 0

Z 03X 02X

02X X 02

S / C 03X 04X 12

X ,X

MAX   


   
   

 

 
 

)الأولي(جدول الحل الإبتدائي 
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M000203
A1S2S1X2X1

020200010102S10
031201-0100403A1-M

Z=-12M0M0-4M-2-3M-03Zj-Cj

01ونقطة الإرتكازهي S1والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X2المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
جدول السمبلكس الثاني
bi

R.H.S

-M000203
A1S2S1X2X1

0200010102X202
0401-01-040-05A1-M

Z=04-04 M0M4M+205M+1Zj-Cj

نلاحظ من خلال هذا الجدول ان جمیع قیم سطر التقییم موجبة أو معدومة وبالتالي فهو یعتبر حل أمثل، لعدم 
أي متغیر (في القاعدة A1إمكانیة إدخال متغیر آخر إلى القاعدة،ولكن مع ملاحظة بقاء المتغیر الإصطناعي 

.مما یعني لایوجد حل لهذه المسألة) أساسي
QM for Windowsا الحل بإستخدام البرنامج ویمكن إظهار نتیجة هذ

)عدم تقاطع القیود(عدم وجود حل لوجود تناقض في القیود

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC



عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

68

ویعني ذلك عدم إمكانیة تحدید نقطة حل أمثل وهذا یعني زیادة :)Unboundness(عدم محدودیة الحل -02
السمبلكس فإن هذا یحدث عندما  متغیر او أكثر من متغیرات المشكلة، وبالنسبة لطریقة الحل بإستخدام طریقة 

لا نستطیع تحدید  سطر الإرتكاز اي المتغیر الذي سوف یغادر قاعدة الحل لعدم وجود نسبة موجبة، أي عدم 
المتغیر (وجود حاصل قسمة موجبة لقیم عمود الكمیات المتاحة على المعاملات الفنیة لعمود الإرتكاز 

،علما  )سالبة او أصفارا(یم سطر الإرتكاز أقل من او تساوي الصفر ،أي ان في هذه الحالة تكون جمیع ق)الداخل
).MAX(بأن ذه الحالة تنطبق فقط على نموذج البرمجة الخطیة التي دالة الهدف لها من نوع تعظیم 

لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:08مثال
  1 2

1 2

1 2

1 2 0

Z X X

08X 06X 24

S / C 02X 06X 12

X ,X

MAX


 
 

 

 
 

البرمجة الخطیة؟أوجد الحل الأمثل لنموذج :المطلوب
:الحل

)الإبتدائي(نحول البرنامج إلى الصیغة القیاسیة ونشكل جدول الحل الأولي 
  1 2 1 2

1 1

2 2

1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

0S 0S MA MA

S A

S A

0;S ,S 0;A ,A 0

Z X X

08X 06X 24

S / C 02X 06X 12

X ,X

MAX    

 
   
   

 

 
 

)الأولي(جدول الحل الإبتدائي 
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M000101
A2A1S2S1X2X1

04240010-010608A1-M
0212010-0100602A2-M

Z=-36M00MM-12M-01-10M-01Zj-Cj

06ونقطة الإرتكازهي A2والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X2المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
جدول السمبلكس الثاني

خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M000101
A2A1S2S1X2X1

0212-010101-01006A1-M
06021/60-1/60011/3X201

Z=-12M+0202M+1/60-M-1/6M0-06M-2/3Zj-Cj

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC
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06ونقطة الإرتكازهي A1والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X1المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
جدول السمبلكس الثالث

خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M000101
A2A1S2S1X2X1

-1202-1/61/61/6-1/6001X101

244/32/9-1/18-2/91/18010X201

Z=10/31/18+ M1/9+ M-1/18-1/900Zj-Cj

ونقطة الإرتكازهي X2والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(S1المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
1/18

جدول السمبلكس الرابع
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M000101
A2A1S2S1X2X1

-12061/20-1/200301X101

-162404-01-0401180S10

Z=10/31/2+ MM-1/20020Zj-Cj

، ولكن یتعذر تحدید )عمود الإرتكاز(S2نلاحظ من الجدول الرابع أن المتغیر الذي سوف یدخل إلى القاعدة هو
بسبب عدم إمكانیة الحصول على نسبة موجبة وذلك لأن جمیع ) سطر الإرتكاز(المتغیر الذي سیغادر القاعدة 

.المعاملات الفنیة لعمود الإرتكاز سالبة
QM for Windowsویمكن إظهار نتیجة هذا الحل بإستخدام البرنامج 

.ن منطقة الحلول الممكنة هي منطقة مفتوحةأنلاحظ 

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC
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06ونقطة الإرتكازهي A1والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X1المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
جدول السمبلكس الثالث

خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M000101
A2A1S2S1X2X1

-1202-1/61/61/6-1/6001X101

244/32/9-1/18-2/91/18010X201

Z=10/31/18+ M1/9+ M-1/18-1/900Zj-Cj

ونقطة الإرتكازهي X2والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(S1المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
1/18

جدول السمبلكس الرابع
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M000101
A2A1S2S1X2X1

-12061/20-1/200301X101

-162404-01-0401180S10

Z=10/31/2+ MM-1/20020Zj-Cj

، ولكن یتعذر تحدید )عمود الإرتكاز(S2نلاحظ من الجدول الرابع أن المتغیر الذي سوف یدخل إلى القاعدة هو
بسبب عدم إمكانیة الحصول على نسبة موجبة وذلك لأن جمیع ) سطر الإرتكاز(المتغیر الذي سیغادر القاعدة 

.المعاملات الفنیة لعمود الإرتكاز سالبة
QM for Windowsویمكن إظهار نتیجة هذا الحل بإستخدام البرنامج 

.ن منطقة الحلول الممكنة هي منطقة مفتوحةأنلاحظ 

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC
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06ونقطة الإرتكازهي A1والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X1المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
جدول السمبلكس الثالث

خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M000101
A2A1S2S1X2X1

-1202-1/61/61/6-1/6001X101

244/32/9-1/18-2/91/18010X201

Z=10/31/18+ M1/9+ M-1/18-1/900Zj-Cj

ونقطة الإرتكازهي X2والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(S1المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
1/18

جدول السمبلكس الرابع
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

-M-M000101
A2A1S2S1X2X1

-12061/20-1/200301X101

-162404-01-0401180S10

Z=10/31/2+ MM-1/20020Zj-Cj

، ولكن یتعذر تحدید )عمود الإرتكاز(S2نلاحظ من الجدول الرابع أن المتغیر الذي سوف یدخل إلى القاعدة هو
بسبب عدم إمكانیة الحصول على نسبة موجبة وذلك لأن جمیع ) سطر الإرتكاز(المتغیر الذي سیغادر القاعدة 

.المعاملات الفنیة لعمود الإرتكاز سالبة
QM for Windowsویمكن إظهار نتیجة هذا الحل بإستخدام البرنامج 

.ن منطقة الحلول الممكنة هي منطقة مفتوحةأنلاحظ 

CB

Cj

BASIC

CB

Cj

BASIC
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وتعني أن مشكلة :)Alternative Optimal Solutions) (وجود أكثر من حل أمثل(تعدد البدائل -03
متساویة عند أكثر من نقطة، وفي ) Z(الهدف البرمجة الخطیة لها أكثر من نقطة حل أمثل،أي أن قیمة دالة 

حالة إستخدام طریقة السمبلكس یتم تشخیص هذه الحالة عندما یمكن تكوین أكثر من حل أساسي ویعطي نفس 
قیمة الحل المثل، وتتحقق هذه الحالة عندما تكون قیم سطر التقییم لحد المتغیرات غیر الأساسیة تساوي الصفر 

الحالة یمكن ان یتحول هذا المتغیر إلى متغیر أساسي وتكوین جدول جدید یعطي نفس ،إذ انه في هذه)معدومة(
.الحل الأمثل

لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:09مثال
  1 2

1 2

1 2

1 2 0

Z 04X 14X

02X 07X 21

S / C 07X 02X 21

X ,X

MAX


 
 

 

 
 

أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة؟:المطلوب
:الحل

)الإبتدائي(جدول الحل الأولي نحول البرنامج إلى الصیغة القیاسیة ونشكل 
  1 2

1

2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

0S 0S

S

S

0;S ,S 0

Z 04X 14X

02X 07X 21

S / C 07X 02X 21

X ,X

MAX  


  
  

 

 
 

)الأولي(جدول الحل الإبتدائي 
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

001404
S2S1X2X1

03210010702S10

10.50210100207S20

Z=000-14-04Zj-Cj

07ونقطة الإرتكازهيS1والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X2هوالمتغیر الداخل إلى القاعدة
جدول السمبلكس الثاني

خارج 
القسمة

bi

R.H.S

001404
S2S1X2X1

10.500301/7012/7X214

02.331501-2/7045/7S20

Z=4200200Zj-Cj

CB

Cj

BASIC

CB BASIC
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قیم سطر التقییم موجبة أو معدومة وبالتالي فقد توصلنا إلى الحل الأمثلنلاحظ أن جمیع 
*

2 1X 03,X 0, Z 42  

هو متغیر غیر أساسي في حین أن قیمته في سطر التقییم تساوي X1كما یمكننا ایضا أن نلاحظ  أن المتغیر 
إلى الحل بجعله متغیرا X1ال المتغیر صفر مما یعني أن هناك عددا لانهائیا من الحلول، وبالتالي یمكننا إدخ

، فنتحصل على الجدول التاليS2المتغیر إخراجوأساسي
bi

R.H.S

001404
S2S1X2X1

7/3-2/457/45010X214

7/37/45-2/45001X104

Z=4200200Zj-Cj

أو معدومة وبالتالي فهو حل أمثل بدیلنلاحظ ان جمیع قیم سطر التقییم موجبة 
*

1 2
07 07

03 03
X ,X , Z 42  

QM for Windowsویمكن إظهار نتیجة هذا الحل بإستخدام البرنامج 

نصادف هذه المشكلة عندما یكون احد قیود المسألة قیدا :)Degeneracy)(التكرار أو الدوران(الإنحلال -04
عند حساب النسبة من أجل تحدید المتغیر الخارج من الحل ) التكرار او الدوران(فائضا، وتبرز مشكلة الإنحلال 

.وهذا یعني ان هناك دوران في الحلسطروكان هناك مساواة في النسبة الأقل لأكثر من 
ن قیمة احد المتغیرات الأساسیة في الحل القادم سوف أیعني سطرلأقل لكثر من إن وجود تعادل في النسبة ا

تساوي الصفر، إن وجود قیمة صفریة لأحد المتغیرات الأساسیة لیست مشكلة ولكنها ستكون مشكلة إذا ظهرت 
وقد یؤدي إلى ) التحرك للخلف والأمام( هذا یستدعي الدورانهذه القیمة قبل الوصول إلى الحل المثل،وذلك أن

.عدم الوصول إلى الحل الأمثل
بشكل عام إذا حصل تعادل في النسبة الأقل لمسألة البرمجة الخطیة فإننا ننصح بإختیار السطر الأعلى من 

.الجدول لیكون هو  سطر الإرتكاز

CB BASIC
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1 2
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03 03
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.عدم الوصول إلى الحل الأمثل
بشكل عام إذا حصل تعادل في النسبة الأقل لمسألة البرمجة الخطیة فإننا ننصح بإختیار السطر الأعلى من 

.الجدول لیكون هو  سطر الإرتكاز

CB BASIC
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001404
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لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:10مثال
  1 2

1 2

1 2

1 2 0

Z 03X 09X

X 04X 08

S / C X 02X 04

X ,X

MAX


 
 

 

 
 

أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة؟:المطلوب
:الحل

)الإبتدائي(نحول البرنامج إلى الصیغة القیاسیة ونشكل جدول الحل الأولي 
  1 2

1

2

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

0S 0S

S

S

0;S ,S 0

Z 03X 09X

X 04X 08

S / C X 02X 04

X ,X

MAX  


  
  

 

 
 

)الأولي(جدول الحل الإبتدائي 
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

000903
S2S1X2X1

02080010401S10

02040100201S20

Z=000-09-03Zj-Cj

أما بالنسبة للمتغیر الخارج فنلاحظ تساوي النسبتین الأقل )عمود الإرتكاز(X2المتغیر الداخل إلى القاعدة هو
04ونقطة الإرتكازهيكمتغیر خارج من القاعدة S1للسطرین لذا نختار السطر الأعلى من الجدول أي نختار

جدول السمبلكس الثاني
خارج 
القسمة

bi

R.H.S

000903
S2S1X2X1

080201/4011/4X209

0001-1/201/2S20

Z=1809/40-3/4Zj-Cj

1/2ونقطة الإرتكازهيS2والمتغیر الخارج من القاعدة هو) عمود الإرتكاز(X1المتغیر الداخل إلى القاعدة هو

CB

Cj

BASIC

CB BASIC
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جدول السمبلكس الثالث
bi

R.H.S

000903
S2S1X2X1

02-1/21/2010X209

002-01001X103

Z=183/23/200Zj-Cj

.وبالتلي فقد توصلنا إلى الحل الأمثلنلاحظ ان جمیع قیم سطر التقییم موجبة او معدومة 
*

1 20 02X ,X , Z 18  

بقیت كماهيمن خلال هذا المثال نلاحظ ان قیمة الدالة الإقتصادیة في الجدول الثاني والثالث  *Z 18 وهذا،
مایسمى بدوران الحل، وذلك لأن قیمة أحد المتغیرات 1 0X یساوي الصفر.

QM for Windowsویمكن إظهار نتیجة هذا الحل بإستخدام البرنامج 

CB BASIC
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جدول السمبلكس الثالث
bi

R.H.S

000903
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02-1/21/2010X209

002-01001X103

Z=183/23/200Zj-Cj

.وبالتلي فقد توصلنا إلى الحل الأمثلنلاحظ ان جمیع قیم سطر التقییم موجبة او معدومة 
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CB BASIC
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جدول السمبلكس الثالث
bi

R.H.S
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.وبالتلي فقد توصلنا إلى الحل الأمثلنلاحظ ان جمیع قیم سطر التقییم موجبة او معدومة 
*
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CB BASIC
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الثنائیة أوالإزدواجیة

(Duality in linear programming)
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)Duality in linear programming(الثنائیة أوالإزدواجیةالبرمجة الخطیة :الخامسالمحور
إن المشاكل التي تم صیاغتها بأسلوب البرمجة الخطیة أطلق علیها إصطلاح النماذج الأولیة :مقدمة- 01

)Primal Models( ومن الممكن إعادة صیاغة النموذج الأولي بأسلوب آخر یطلق علیه إصطلاح النموذج
).Dual Models(المقابل 

،إذ یقترن دائما )Duality(وعند مناقشة مشاكل البرمجة الخطیة لابد من مناقشة مشكلة أخرى الأ وهي الثنائیة 
Primal(بكل مشكلة أولیة  Probleme(شكلة المقابلة أو الثنائیةنموذج آخر یطلق علیه الم)Duality

Probleme(ویعني هذا أنه بالإمكان تحویل أي مشكلة في البرمجة الخطیة إلى مایقابها من نموذج.
یتضمن إستخدام النموذج المقابل على فوائد عدیدة نذكر منها:فوائد إستخدام النموذج المقابل-02
یتطلب إحدى المشاكل إجراءات حل مطولة وفق الطریقة سهولة وسرعة التوصل إلى الحل المثل،إذ -01

المبسطة للمشكلة الأولیة وبالمقابل یتضمن حل المشكلة بالنموذج المقابل سهولة أكبر وعلیه یكون حلها أسهل 
.عند تحویلها إلى النموذج الثنائي

.تساعد الإدارة في معرفة قیمة البدائل الأخرى للقرار-02
ا یعطي معلومة كاملة عن الحل الأمثل للأخرى وللتعرف على القیمة الحقیقیة للموارد الحل الأمثل لأحدهم-03

.التي إستخدمت كمدخلات
یجب ان یتم حساب أسعر الظل لأنها تمثل القیمة الحقیقیة للموارد وذلك للتأكد من أنها لاتزید عن إجمالي -04

.الأرباح
وبصیغة التعظیم ) Primal(فإذا كان النموذج أولي ) ئیةالثنا(لغرض التعرف على أبعاد المشكلة الأخرى -05

)MAX ( أي المشكلة بالصیغة الربحیة، فبإمكاننا التعرف على النموذج المقابل ویكون بصیغة التقلیل)MIN (
).Primal(وتمثیله للجانب الكلفوي في نفس المشكلة المعبر عنها أولا بالصیغة الأولیة 

لغرض تحویل النموذج الأولي إلى النموذج المقابل :لي إلى النموذج المقابلخطوات تحویل النموذج الأو -03
:او العكس یمكن ذلك بإتباع الخطوات التالیة

فتصبح هدف المشكلة في النموذج ) MAX(إذا كان هدف المشكلة في النموذج الأولي تعظیم الأرباح -01
.والعكس بالعكس) MIN(المقابل تقلیل التكالیف

غیرات في النموذج الأولي یكون مساویا لعدد القیود في النموذج المقابل، فمثلا لو كان النموذج عدد المت-02
.الأولي یحوي على ثلاث متغیرات فإن النموذج المقابل سیحتوي على ثلاث قیود

بحیث تصبح الصفوف) القیود الهیكلیة(في قیود المشكلة ) المعاملات الفنیة(تحویل معاملات المتغیرات -03
.أعمدة والأعمدة صفوفا

هي معاملات دالة الهدف للنموذج ) الكمیات المتاحة(الطرف الأیمن من القیود الفنیة للنموذج الأولي -04
.المقابل والعكس صحیح

.تحویل إتجاه المتباینات من أصغر أو یساوي إلى أكبر أو یساوي والعكس بالعكس-05
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في النموذج ) Y(في النموذج الأولي إلى المتغیرات ) X(بالمتغیرات إستبدال جمیع المتغیرات المشار إلیها -06
.المقابل

أصغر أو (إذا كانت المشكلة تهدف إلى تعظیم الربح،فیفترض ان تكون جمیع المتباینات بإتجاه واحد -07
ما إذا في حالة كون المشكلة تهدف إلى تقلیل التكالیف، أ) أكبر او تساوي(، بینما تكون المتباینات )یساوي

وجدت بعض المتباینات تخالف الصیغة العامة للتعظیم او التقلیل فلابد من تحویلها إلى الإتجاه المطلوب زذلك 
).- 01(بضرب طرفي المتباینة في 

فإن المتغیر الذي یقابله في المسألة المقابلة سیكون غیر (=) بالنسبة للقیود التي تحمل إشارة المساواة -08
والعكس صحیح، فالمتغیر غیر المحدد بإشارة في المسألة الأولیة سیقابله قید بإشارة ) یر حرمتغ(محدد الإشارة 

.في المسألة المقابلة(=) المساواة
،فإنه یجب أولا تحویل )(=)مساواة(إذا كان إتجاه كل القیود الفنیة في النموذج الأولي على شكل معادلات -09

یساوي والثاني أصغر أو یساوي، فإذا كانت دالة الهدف من نوع تعظیم قید المساواة إلى قیدین أحدهما أكبر أو 
لجعل جمیع القیود من الشكل ) - 01(فیجب ضرب القید الذي به إشارة المتراجحة من نوع أكبر أو یساوي في 

فیجب ضرب) MIN(أصغر أو یساوي ثم بعد ذلك یتم تكوین النموذج المقابل، اما إذاكانت الدالة من نوع تقلیل 
لجعل القیود من الشكل أكبر أو یساوي ثم ) -01(القید الذي به إشارة المتراجحة من نوع أصغر أو یساوي في 

.بعد ذلك یتم تكوین النموذج المقابل
.حل أمثل، فإن للمشكلة الأولیة حلا أمثلا والعكس صحیح) الثنائیة(إذا كانت للمشكلة المقابلة -10
ة الخطیة تبین أنه عند الحل الأمثل یلزم أن تكون قیمة دالة الهدف في إن نظریة الثنائیة في البرمج-11

النموذج الأولي تساوي دالة الهدف في النموذج المقابل   MAX Z MIN W ماعدا بعض الحالات ،
:الخاصة التي تكون فیها العلاقة كالتالي

لأي حل مقبول تمثل الحد الأدنى ) MAX(وع تعظیم إن قیمة دالة الهدف لنموذج البرمجة الخطیة الأولیة من ن-
.للقیمة الصغرى لدالة الهدف في النموذج المقابل

تمثل الحد الأعلى للقیمة ) MIN(من نوع تقلیل ) الثنائي(وبالمثل فإن قیمة دالة الهدف للنموذج المقابل -
.العظمى لدالة الهدف للمسألة الأولیة

إذا كان حل المسالة الأولیة مقبول وقیمة دالة الهدف غیر محدودة أي أن -  MAX Z  فإن المسألة
.المقابلة لایوجد لها حل مقبول

إذا كان حل المسألة المقابلة مقبول وقیمة دالة الهدف غیر محدودة أي أن -  MIN W  فإن المسألة ،
.حل غیر مقبولالأولیة لها

إذا كان حل النموذج الأولي مقبول، وحل النموذج المقابل غیر مقبول، فإن حل المسألة الأولیة یكون غیر -
.محدود

.إذا كان حل النموذج المقابل مقبول وحل النموذج الأولي غیر مقبول فإن النموذج الثنائي یكون غیر محدود-
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م ،فإن النموذج المقابل  له یكون له عدة حلول مثلى والعكس أیضا إذا كان النموذج الأولي له حل غیر منتظ-
.صحیح

:یمكن تلخیض خطوات تحویل النموذج الأولي إلى النموذج المقابل من خلال الجدول التالي-12
المشكلة بصیغتها الثنائیةالمشكلة بصیغتها الأولیة2

)MIN(دالة الهدف من نوع تقلیل )MAX(دالة الهدف من نوع تعظیم 
)Y(عدد متغیرات القرارعدد القیود

عدد القیود)X(عدد متغیرات القرار 
معاملات دالة الهدف)bi)(الكمیات المتاحة(معاملات الطرف الأیمن للقیود 

)bi)(الكمیات المتاحة(معاملات الطرف الأیمن للقیود معاملات دالة الهدف
قیود ومتغیرات المشكلة الأولیة والثنائیةالجدول التالي یوضح كیفیة التعامل مع -13

المشكلة بصیغتها الثنائیةالمشكلة بصیغتها الأولیة
القیود

أصغر أو یساوي- 
أكبر أو یساوي-  
قید مساواة -  

المتغیرات
أكبر أو یساوي-  
أصغر أو یساوي- 
)حر(غیر مقید بإشارة - 

المتغیرات
أكبر أو یساوي-  
أصغر أو یساوي- 
)حر(غیر مقید بإشارة - 

القیود
أكبر أو یساوي-  
أصغر أو یساوي- 
قید مساواة -  

حالات سوف نتطرق لها عدةتوجد : )الثنائیة(حالات التحویل من النموذج الأولي إلى النموذج المرافق -04
إما ان تكون القیود من الشكل أكبر أو یساويوهي   من الشكل أصغر أو یساوي، أو  أو من الشكل،

المختلط  , ,   كما أن  النموذج المقابل یمكن الحصول علیه بطریقتین مختلفتین سوف نتطرق لهمل ،
.بالتفصیل عند معالجة كل حالة

هنا نمیز حالتین إما في حالة التعظیم أو : العامةالنموذج الثانئي إذا كان النموذج الأولي في صیغته 04-01
لفي حالة التقلی
)MAX(النموذج الأولي في حالة التعظیم : الحالة الأولى

:یمكن الحصول على النموذج المقابل بطریقتین مختلفتین هما
حسب الصیغة العامة للنموذج:الطریقة الأولى

حالة التعظیم بالشكل التاليإذا كانت الصیغة العامة للنموذج الأولي في 
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1 2 3

1 1 2 2 3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

S / C

X ,X ,X 0

MAX Z C X C X C X

a X a X a X  b

a X a X a X  b

a X a X a X  b



 

 

  

  
  
  

:عندها تكون الصیغة العامة للنموذج المقابل بالصیغة التالیة
  1 2 3

1 2 3

1 2 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

13 1 23 2 33 3 3

b b b

S / C

Y ,Y ,Y 0

MIN W Y Y Y

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C



 

 

  

  
  
  

الجدولطریقة : الثانیةالطریقة 
من نوع تعظیم فإننا الأولیةطریقة الجداول تسهل علینا إیجاد النموذج المرافق للمسالة الأولیة، فإذا كانت المسألة 

نقوم في البدایة برسم جدول ونضع فیه تفاصیل النموذج الأولي بشكل أفقي ثم نحصل من خلال هذا الجدول 
:على النموذج المرافق بالنظر إلى الجدول بشكل عمودي كما یوضحه الجدول التالي

 MAX Z

 MIN W
متغیرات القرار للنموذج الأولي

3X 02X 01X 0

3X2X1X

القیود الهیكلیة 
للنموذج الأولي

1 b13a
12a11a

1Y1Y 0
متغیرات القرار 
للنموذج المقابل 2 b23a

22a21a
2Y2Y 0

3 b33a32a31a
3Y3Y 0

3C2C1C

القیود الهیكلیة للنموذج المقابل
:وبالتالي فالنموذج المقابل من خلال الجدول هو كالتالي

  1 2 3

1 2 3

1 2 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

13 1 23 2 33 3 3

b b b

S / C

Y ,Y ,Y 0

MIN W Y Y Y

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C



 

 

  

  
  
  



عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

79

البرمجة الخطیة التاليإذا كن لدیك نموذج :01مثال
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

X 04X 04X  12

03X 02X 05X  30
S / C

03X 03X X  18

X ,X ,X 0

MAX Z 10X 20X 15X

   
       
 

  

بطریقتین مختلفتین؟وجد النموذج المقابلأ:المطلوب
:الحل

طریقة الصیغة العامة: الطریقة الأولى
والقیود جمیعها من النوع أقل أو یساوي MAXبما أن دالة الهدف من النوع  1،والمتغیرات 2 3X ,X ,X مقیدة

1بالإشارة، لذا فإنه من الممكن كتابة النموذج المقابل مباشرة مع إفتراض أن 2 3Y ,Y ,Y هي متغیرات النموذج
:المقابل كمایلي

  1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

Y 03Y  +03Y 10

04Y 02Y  +03Y 20
S / C

04Y 05Y  +Y 15

Y ,Y ,Y 0

MIN W 12Y 30Y 18Y 

 
   
 







الجدولطریقة : الثانیةالطریقة 
 MAX Z

 MIN W

متغیرات القرار للنموذج الأولي
3X 02X 01X 0

3X2X1X

القیود الهیكلیة 
الأوليللنموذج 

120404011Y1Y 0
متغیرات القرار 
للنموذج المقابل 300502032Y2Y 0

180103033Y3Y 0

152010
القیود الهیكلیة للنموذج المقابل

:فیكون النموذج المقابل بالصیغة التالیة
  1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

Y 03Y  +03Y 10

04Y 02Y  +03Y 20
S / C

04Y 05Y  +Y 15

Y ,Y ,Y 0

MIN W 12Y 30Y 18Y 
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)MIN(النموذج الأولي في حالة التقلیل :الثانیةالحالة 
:یمكن الحصول على النموذج المقابل بطریقتین مختلفتین هما

الصیغة العامةطریقة:الطریقة الأولى
بالشكل التاليالتقلیل إذا كانت الصیغة العامة للنموذج الأولي في حالة 

 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

S / C

X ,X ,X 0

MIN Z C X C X C X

a X a X a X  b

a X a X a X  b

a X a X a X  b



 

 

  

  
  
  

:للنموذج المقابل بالصیغة التالیةعندها تكون الصیة العامة 
  1 2 3

1 2 3

1 2 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

13 1 23 2 33 3 3

b b b

S / C

Y ,Y ,Y 0

MAX W Y Y Y

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C



 

 

  

  
  
  

الجدولطریقة : الطریقة الثانیة
فإننا نقوم برسم جدول ونضع فیه تفاصیل النموذج بشكل عمودي، MINإذا كان النموذج الأولي في شكل تقلیل 

نموذج المرافقالثم نحصل من هذا الجدول على النموذج المرافق بالنظر إلى الجدول بشكل أفقي،أي أن 
فیوضع بشكل رأسي ) النموذج الأولي(یوضع في الجدول بشكل أفقي،أما نموذج التقلیل ) القیمة العظمى(

.تالي یوضح ذلكوالجدول ال
 MAX Z

 MIN W

المرافقمتغیرات القرار للنموذج 
3Y 02Y 01Y 0

3Y2Y1Y

القیود الهیكلیة 
المرافقللنموذج 

1 C31a
21a11a

1X1X 0
متغیرات القرار 

الأوليللنموذج  2 C23a
22a12a

2X2X 0

3 C33a23a13a
3X3X 0

3b2b1b

الأوليالقیود الهیكلیة للنموذج 
:وبالتالي فالنموذج المقابل من خلال الجدول هو كالتالي
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:إذا كان لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:02مثال
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

03X 05X X       18

X 04X X          30
S / C

04X 02X 05X  25

X ,X ,X 0

MIN W 04X 06X 08X

   
       
 

  

بطریقتین مختلفتین؟وجد النموذج المقابلأ:المطلوب
:الحل

حسب الصیغة العامة للنموذج:الطریقة الأولى
والقیود جمیعها من النوع أكبر أو یساوي MINبما أن دالة الهدف من النوع  1،والمتغیرات 2 3X ,X ,X مقیدة

1بالإشارة، لذا فإنه من الممكن كتابة النموذج المقابل مباشرة مع إفتراض أن 2 3Y ,Y ,Y هي متغیرات النموذج
:المقابل كمایلي

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

03Y     Y 04Y       04

05Y 04Y 02Y      06
S / C

   Y     Y 05Y       08

Y ,Y ,Y 0

MAX W 18Y 30Y 25Y

   
       
 

  

الجدولطریقة :الثانیةالطریقة 
 MAX W

 MIN Z

المقابلمتغیرات القرار للنموذج 
3Y 02Y 01Y 0

3Y2Y1Y

القیود الهیكلیة 
المقابلللنموذج 

040401031X1X 0
متغیرات القرار 

لأوليللنموذج ا 060204052X2X 0

080501013X3X 0

253018
الأوليالقیود الهیكلیة للنموذج 

:كالتاليوبالتالي فالنموذج المقابل من خلال الجدول هو 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

03Y Y 04Y       04

05Y 04Y 02Y 06
S / C

Y Y 05Y       08

Y ,Y ,Y 0

MIN W 18Y 30Y 25Y
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النموذج الثنائي إذا كان النموذج الأولي في صیغة مختلطة04-02
وسوف نشرح كیف یتم ) الصیغة المختلطة(في كثیر من الحالات تكون مسائل البرمجة الخطیة غیر منتظمة 

.تحویل هذا النوع من المسائل إلى الصیغة المقابلة
و المتغیرات على شكل مساواةأكبر أو یساوي أومتراجحات أقل أو یساوي أوالقیود من نوع:الأولىالحالة 

مقیدة بإشارة
:وذج المقابل بطریقتین مختلفتینمفي هذه الحالة یمكن إیجاد الن

طریقة الصیغة العامة:الطریقة الأولى
العامة  حسب مبدا الأمثلیة المعطى إما تتمثل هذه الطریقة في تحویل نموذج البرمجة الخطیة إلى الصیغة 

التاليالبرمجة الخطیة كإذا كان لدینا نموذج ف،)MIN(أو تقلیل ) MAX(تعظیم 
 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

S / C

X ,X ,X 0

MAX Z C X C X C X

a X a X a X  b

a X a X a X  b

a X a X a X  b



 

 

  

  
  
  

لتحویلها إلى الصیغة العامة یتم إجراء تحویل  لكل من القیدین الثاني والثالث حسب الخطوات السابق شرحها،
:النموذج المقابل بالصیغة التالیةحسب ملدأ الأمثلیة ومن ثم یمكننا إستنتاج

 

1 3 2

1 1 2 2 3 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

13 1 23 2 33 3 3

   S / C

Y ,Y 0 Y

MIN W b Y b Y b Y

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C
 ;



 

 

  

  
  
  


الجدولطریقة :الثانیةالطریقة 
هذه الطریقة تمكننا من الحصول على النموذج المرافق دون أن نقوم بتحویل المسالة الأولیة إلى الصیغة 
العامة،إذا كانت المسالة الأولیة عبارة عن تعظیم بصیغة مختلطة من القیود فإننا نستطیع إیجاد النموذج المرافق 

:كمایلي
نفرض أن القید الأول كان من نوع أقل أو یساوي-    في النموذج الأولي،فإن المتغیر في النموذج المقابل

لا بد ان یكون من نوع أكبر أو یساوي  .
نفرض أن القید الأول كان من نوع  مساواة -   في النموذج الأولي،فإن المتغیر في النموذج المقابل لا بد أن

.  یكون غیر مقید بإشارة
نفرض أن القید الثاني كان من نوع أكبر أو یساوي-   في النموذج الأولي،فإن المتغیر في النموذج المقابل

لا بد ان یكون من نوع أقل أو یساوي  .
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والجدول التالي یوضح النقاط السابق شرحها
 MAX Z

 MIN W

متغیرات القرار للنموذج الأولي
3X 02X 01X 0

3X2X1X

القیود الهیكلیة 
للنموذج الأولي

1 b13a
12a11a

1Y1Y 0
متغیرات القرار 
للنموذج المقابل 2 b23a

22a21a
2Y2Y

3 b33a32a31a
3Y3Y 0

3C2C1C

القیود الهیكلیة للنموذج المقابل
:من خلال الجدول هو كالتاليوبالتالي فالنموذج المقابل 

 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

13 1 23 2 33 3 3

   S / C

Y 0 Y ;Y 0

MIN W b Y b Y b Y

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C
 ;



 

  

  

  
  
  


إذا كان لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:30مثال
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

03X X 04X 60

X 02X 03X  40
S / C

02X 03X X  50

X ,X ,X 0

MAX Z 04X 08X 06X

   
      
 

  



بطریقتین مختلفتین؟أوجد النموذج المقابل:المطلوب
:الحل

طریقة الصیغة العامة: الطریقة الأولى
1ومع إفتراض أنكما سبق شرحها في الأمثلة السابقة،والثالثیتم تحویل القید الثاني 2 3Y ,Y ,Y هي متغیرات

:النموذج المقابل كمایلي
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 3 2

1 2 3

03Y Y 02Y 04

Y 02Y 03Y  08
S / C

04Y 03Y Y  06

Y ,Y 0; Y

MIN W 60Y 40Y 50Y
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طریقة الجدول: الطریقة الثانیة
 MAX Z

 MIN W

متغیرات القرار للنموذج الأولي
3X 02X 01X 0

3X2X1X

القیود الهیكلیة 
للنموذج الأولي

600401031Y1Y 0
متغیرات القرار 
للنموذج المقابل 400302-012Y2Y

500103023Y3Y 0

060804
القیود الهیكلیة للنموذج المقابل

:وبالتالي فالنموذج المقابل من خلال الجدول هو كالتالي

و المتغیراتعلى شكل مساواة أكبر أو یساوي أومتراجحات أقل أو یساوي أوالقیود من نوع:لثانیةاالحالة 
مقیدة غیر

:وذج المقابل بطریقتین مختلفتینمفي هذه الحالة یمكن إیجاد الن
نموذج البرمجة الخطیة إلى الصیغة العامة  حسب مبدا الأمثلیة تتمثل هذه الطریقة في تحویل : الطریقة الأولى

)MIN(أو تقلیل ) MAX(المعطى إما تعظیم 
إذا كان لدینا نموذج الصیغة العامة التاليف

 

2 3 1

1 1 2 2 3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

S / C

X ,X 0; X

MAX Z C X C X C X

a X a X a X  b

a X a X a X  b

a X a X a X  b



 

  

  

  
  
  

المقابل یتم إجراء تحویل  لكل من القیدین الثاني والثالث حسب الخطوات السابق شرحها، فیكون النموذج 
:بالصیغة التالیة

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

03Y Y 02Y 04

Y 02Y 03Y  08
S / C

04Y 03Y Y  06

Y 0; Y ;Y 0

MIN W 60Y 40Y 50Y
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1 3 2

1 1 2 2 3 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

13 1 23 2 33 3 3

   S / C

Y ,Y 0 Y

MIN W b Y b Y b Y

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C
 ;



 

 

  

  
  
  


هذه الطریقة تمكننا من الحصول على النموذج المرافق دون أن نقوم بتحویل المسالة الأولیة إلى :الطریقة الثانیة
الصیغة العامة،إذا كانت المسالة الأولیة عبارة عن تعظیم بصیغة مختلطة من القیود فإننا نستطیع إیجاد النموذج 

:المرافق كمایلي
نفرض أن القید الأول كان من نوع أقل أو یساوي-    في النموذج الأولي،فإن المتغیر في النموذج المقابل

لا بد ان یكون من نوع أكبر أو یساوي  .
نفرض أن القید الأول كان من نوع  مساواة -  بد أن في النموذج الأولي،فإن المتغیر في النموذج المقابل لا

.  یكون غیر مقید بإشارة
نفرض أن القید الثاني كان من نوع أكبر أو یساوي-   في النموذج الأولي،فإن المتغیر في النموذج المقابل

لا بد ان یكون من نوع أقل أو یساوي  .
اوالجدول التالي یوضح النقاط السابق شرحه

 MAX Z

 MIN W

متغیرات القرار للنموذج الأولي
3X 02X 01X

3X2X1X

القیود الهیكلیة 
للنموذج الأولي

1 b13a
12a11a

1Y1Y 0
متغیرات القرار 
للنموذج المقابل 2 b23a

22a21a
2Y2Y

3 b33a32a31a
3Y3Y 0

3 C2 C1 C

القیود الهیكلیة للنموذج المقابل
:وبالتالي فالنموذج المقابل من خلال الجدول هو كالتالي

 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

13 1 23 2 33 3 3

   S / C

Y 0 Y ;Y 0

MIN W b Y b Y b Y

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C
 ;
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إذا كان لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:40مثال
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 3 2

1 2 3

03X X 04X 60

X 02X 03X  40
S / C

02X 03X X  50

X ,X 0; X

MAX Z 04X 08X 06X

   
      
  

  



بطریقتین مختلفتین؟أوجد النموذج المقابل:المطلوب
:الحل

طریقة الصیغة العامة: الطریقة الأولى
كما سبق شرحها في الأمثلة كي یتوافق مع الصیغة العامة حسب مبدأ الأمثلیة والثالثیتم تحویل القید الثاني

1ومع إفتراض أنالسابقة، 2 3Y ,Y ,Yهي متغیرات النموذج المقابل كمایلي:
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 3 2

1 2 3

03Y Y 02Y 04

Y 02Y 03Y  08
S / C

04Y 03Y Y  06

Y ,Y 0; Y

MIN W 60Y 40Y 50Y

   
      
  

  



طریقة الجدول:الطریقة الثانیة
 MAX Z

 MIN W

متغیرات القرار للنموذج الأولي
3X 02X1X 0

3X2X1X

القیود الهیكلیة 
للنموذج الأولي

600401031Y1Y 0
متغیرات القرار 
للنموذج المقابل 400302-012Y2Y

500103023Y3Y 0

060804
القیود الهیكلیة للنموذج المقابل

:وبالتالي فالنموذج المقابل من خلال الجدول هو كالتالي

 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

03Y Y 02Y 04

Y 02Y 03Y  08
S / C

04Y 03Y Y  06

Y 0; Y ;Y 0

MIN W 60Y 40Y 50Y
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و المتغیرات مقیدة بإشارةعلى شكل مساواة القیود : الثالثةالحالة
:وذج المقابل بطریقتین مختلفتینمفي هذه الحالة یمكن إیجاد الن

الأمثلیة تتمثل هذه الطریقة في تحویل نموذج البرمجة الخطیة إلى الصیغة العامة  حسب مبدا : الطریقة الأولى
)MIN(أو تقلیل ) MAX(المعطى إما تعظیم 

إذا كان لدینا نموذج الصیغة العامة التاليف

:یتم إجراء تحویل  لكل القیود حسب الخطوات السابق شرحها، فیكون النموذج المقابل بالصیغة التالیة
 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

13 1 23 2 33 3 3

   S / C

Y ,Y ,Y

MIN W b Y b Y b Y

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C



 




  

  
  
  



طریقة الجدول: الطریقة الثانیة
 MAX Z

 MIN W

متغیرات القرار للنموذج الأولي
3X 02X 01X 0

3X2X1X

القیود الهیكلیة 
للنموذج الأولي

1b13a
12a11a

1Y1Y
متغیرات القرار 
للنموذج المقابل 2b23a

22a21a
2Y2Y

3b33a32a31a
3Y3Y

3C2C1C

القیود الهیكلیة للنموذج المقابل
:وبالتالي فالنموذج المقابل من خلال الجدول هو كالتالي

 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

13 1 23 2 33 3 3

   S / C

Y ,Y ,Y

MIN W b Y b Y b Y

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C



 




  

  
  
  



 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

S / C

X ,X ,X 0

MAX Z C X C X C X

a X a X a X  b

a X a X a X  b

a X a X a X  b
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إذا كان لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:50مثال
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

06X 03X 08X 150

04X 08X 12X 120
S / C

06X 04X 04X 100

X ,X ,X 0

MAX Z 03X 02X 06X

   
      
 

  



بطریقتین مختلفتین؟أوجد النموذج المقابل:المطلوب
:الحل

طریقة الصیغة العامة: الطریقة الأولى
1ومع إفتراض أنكما سبق شرحها في الأمثلة السابقة،جمیع القیودیتم تحویل  2 3Y ,Y ,Y هي متغیرات النموذج

:المقابل كمایلي
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

06Y 04Y 06Y 03

03Y 08Y 04Y 02
S / C

08Y 12Y 04Y 06

Y ,Y ,Y

MIN W 150Y 120Y 100Y

   
      


  



طریقة الجدول: الطریقة الثانیة
 MAX Z

 MIN W

متغیرات القرار للنموذج الأولي
3X 02X 01X 0

3X2X1X

القیود الهیكلیة 
للنموذج الأولي

1500803061Y1Y
متغیرات القرار 
للنموذج المقابل 1201208042Y2Y

1000404063Y3Y

060203
للنموذج المقابلالقیود الهیكلیة 

:ویمكن كتابة  النموذج المرافق كمایلي
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

06Y 04Y 06Y 03

03Y 08Y 04Y 02
S / C

08Y 12Y 04Y 06

Y ,Y ,Y

MIN W 150Y 120Y 100Y
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مقیدة بإشارةغیرو المتغیراتعلى شكل مساواة القیود : الرابعةالحالة
:وذج المقابل بطریقتین مختلفتینمفي هذه الحالة یمكن إیجاد الن

طریقة الصیغة العامة:الطریقة الأولى
إلى الصیغة العامة  حسب مبدا الأمثلیة المعطى إما تتمثل هذه الطریقة في تحویل نموذج البرمجة الخطیة 

)MIN(أو تقلیل ) MAX(تعظیم 
إذا كان لدینا نموذج الصیغة العامة التاليف

:المقابل بالصیغة التالیةیتم إجراء تحویل  لكل القیود حسب الخطوات السابق شرحها، فیكون النموذج 
 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

13 1 23 2 33 3 3

   S / C

Y ,Y ,Y

MIN W b Y b Y b Y

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C



 




  

  
  
  



طریقة الجدول: الطریقة الثانیة
 MAX Z

 MIN W

متغیرات القرار للنموذج الأولي
3X2X 01X 0

3X2X1X

القیود الهیكلیة 
للنموذج الأولي

1b13a
12a11a

1Y1Y
متغیرات القرار 
للنموذج المقابل 2b23a

22a21a
2Y2Y

3b33a32a31a
3Y3Y

3C2C1C

القیود الهیكلیة للنموذج المقابل
:وبالتالي فالنموذج المقابل من خلال الجدول هو كالتالي

 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

S / C

X 0 X 0; X

MAX Z C X C X C X

a X a X a X  b

a X a X a X  b

a X a X a X  b
;



 

  

  

  
  
  



 

1 2 3

1 1 2 2 3 3

11 1 21 2 31 3 1

12 1 22 2 32 3 2

13 1 23 2 33 3 3

   S / C

Y ,Y ,Y

MIN W b Y b Y b Y

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C

a Y a Y a Y C
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إذا كان لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:60مثال
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

03X 04X 05X 210

02X 02X 04X 80
S / C

04X 06X 03X 95

X 0; X ;X 0

MAX Z 20X 10X 08X

   
      
   

  



بطریقتین مختلفتین؟أوجد النموذج المقابل:المطلوب
:الحل

طریقة الصیغة العامة: الطریقة الأولى
1ومع إفتراض أنكما سبق شرحها في الأمثلة السابقة،جمیع القیودیتم تحویل  2 3Y ,Y ,Y هي متغیرات النموذج

:المقابل كمایلي
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

03Y 02Y 02Y 20

04Y 02Y 06Y 10
S / C

05Y 04Y 03Y 08

Y ,Y ,Y

MIN W 210Y 80Y 95Y

   
      


  



طریقة الجدول:الثانیةالطریقة 
 MAX Z

 MIN W

متغیرات القرار للنموذج الأولي
3X 02X1X 0

3X2X1X

القیود الهیكلیة 
الأوليللنموذج 

2100504031Y1Y
متغیرات القرار 
للنموذج المقابل 800402022Y2Y

950306023Y3Y

081020
القیود الهیكلیة للنموذج المقابل

:ویمكن كتابة  النموذج المرافق كمایلي
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

03Y 02Y 02Y 20

04Y 02Y 06Y 10
S / C

05Y 04Y 03Y 08

Y ,Y ,Y

MIN W 210Y 80Y 95Y
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العلاقة بین النموذج الأولي والنموذج المقابل-05
، فبعد تحویل النموذج الأولي إلى النموذج المقابل یمكننا والنموذج المقابلالأوليتوجد علاقة بین النموذج 

المثل للنموذج الأولي، وذلك من خلال إستنتاج الحل الأمثل للنموذج المقابل دون حله وذلك إنطلاقا من الحل 
:إتباع الخطوات التالیة

متغیرات القرار في النموذج الأولي تصبح متغیرات فائضة في النموذج المقابل وتكتب أسفل جدول الحل -01
.الأمثل للنموذج الأولي

كتب أسفل جدول الحل المتغیرات الفائضة في النموذج الأولي تصبح متغیرات القرار في النموذج المقابل وت-02
.الأمثل للنموذج الأولي

.المتغیرات الأساسیة في النموذج الأولي تصبح متغیرات غیر أساسیة في النموذج المقابل-03
.المتغیرات غیر الأساسیة في النموذج الأولي تصبح متغیرات أساسیة في النموذج المقابل-04
.ر الظل في النموذج المقابلكمیات الإنتاج في النموذج الأولي تصبح أسعا-05
.أسعار الظل في النموذج الأولي تصبح كمیات الإنتاج في النموذج المقابل-06
.في النموذج المقابل) إما موجب أو سالب(في النموذج الأولي تؤخذ بإشارة معاكسة المعاملات الفنیة-07
.النموذج المقابلقیمة الدالة الإقتصادیة في النموذج الأولي هي نفسها في - 08
:لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي :07مثال

 
1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

02X X 04X 07X 1000

        05X 02X 07X 200
S / C

04X 03X 06X 13X 2000

X ,X ,X ,X 0

MAX Z 05X 02X 10X X

    
        
 

  

)Primal(الجدول التالي یوضح الحل الأمثل للنموذج الأولي 
bi

R.H.S
00001100205

CB

S3S2S1X4X3X2X1

300001 -2/1-7/20-9/201X105
10002/107/2012/50X310
200010102 -060060S30

Z=2500002/52/3302/10Zj-Cj

BASIC

Cj
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:المطللوب
أكتب النموذج المقابل؟- 01
؟)Dual(،إستنتج الحل الأمثل للنموذج المقابل )Primal(إنطلاقا من جدول الحل المثل للنموذج الأولي - 02

:الحل
)المرافق أو الثنائیة(المقابل كتابة النموذج -01

 
1 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

02Y 04Y 05

Y 05Y 03Y 02

S / C 04Y 02Y 06Y 10

07Y 07Y 13Y 01

Y ,Y ,Y 0

MIN W 1000Y 200Y 2000Y

  
      
   
 

  

للنموذج المقابل إنطلاقا من الحل الأمثل للنموذج الأوليالأمثلإستنتاج الحل -02
:لدینا جدول الحل الأمثل للنموذج الأولي كمایلي

متغیرات النموذج الأولي
المتغیرات الأساسیةالمتغیرات الفائضة

bi

R.H.S
00001100205

CB

S3S2S1X4X3X2X1

تغیرات م
النموذج 
المقابل

S1300001 -2/1-7/20-9/201X105 متغیرات
النموذج 
الأولي

S310002/107/2012/50X310
Y3200010102 -060060S30

Z=2500002/52/3302/10Zj-Cj

Y3Y2Y1S4S3S2S1

المتغیرات الفائضةالمتغیرات الأساسیة
متغیرات النموذج المقابل

:من خلال الجدول التالي یمكننا إستنتاج الحل الأمثل للنموذج المقابل كمایلي
المتغیرات الأساسیة في النموذج الأولي هي-01 1 3 3X ,X ,S تصبح متغیرات غیر أساسیة في النموذج المقابل

وهذه المتغیرات هي 1 3 3S ,S ,Y

المتغیرات غیر الأساسیة في النموذج الأولي هي-02 2 4 1 2,X ,X ,S S تصبح متغیرات أساسیة في النموذج
المقابل وهذه المتغیرات هي  2 4 1 2,S ,S ,Y Y.

BASIC

Cj
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كمیات الإنتاج في النموذج الأولي هي -03 1 3 3300 100 200X ,X ,S   تصبح أسعار الظل في النموذج
المقابل 1 3 3300 100 200S ,S ,Y     

أسعار الظل في النموذج الأولي-04 1 5 / 2S تصبح كمیات الإنتاج في النموذج المقابل وهي 1 5 / 2Y 

.المعاملات الفنیة تأخذ بإشارة معاكسة لإشارتها في جدول الحل الأمثل- 05
:من خلال ماسبق یكون جدول الحل الأمثل للنموذج المقابل كمایلي

جدول الحل الأمثل للنموذج المقابل

bi

R.H.S

000020002001000
CB

S4S3S2S1Y3Y2Y1

X21/20-5/2019/206 -00S20
X433/201-7/207/2-0600S40
S15/2000-1/202001Y11000
S200-1/2001-01010Y2200

W=25000-1000-300-20000Wj-Cj

X4X3X2X1S3S2S1

:لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي :08مثال
 

1 2 3

1 2

1 2 3

1 2 3

X 03X 04X 12

S / C 02X 03X 48

X ,X ,X 0

MIN Z 10X 24X 08X

   
  
 

  

)Primal(الجدول التالي یوضح الحل الأمثل للنموذج الأولي 

bi

R.H.S

0008-2410
CB

S2S1X3X2X1

24-1/2003/201X110
03-1/81/401-3/80X308-

Z=21604-02-006-0Zj-Cj

:المطللوب

BASIC

Cj

BASIC

Cj
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أكتب النموذج المقابل؟- 01
؟)Dual(،إستنتج الحل الأمثل للنموذج المقابل )Primal(إنطلاقا من جدول الحل المثل للنموذج الأولي - 02

:الحل
)المرافق أو الثنائیة(كتابة النموذج المقابل -01

 
1 3

1 2

1

1 2

1 2

01Y 02Y 10

03Y 03Y 24
S / C

04Y 08

Y ,Y 0

MAX W 12Y 48Y

  
     
 

 

للنموذج المقابل إنطلاقا من الحل الأمثل للنموذج الأوليإستنتاج الحل الأمثل -02
:لدینا جدول الحل الأمثل للنموذج الأولي كمایلي

bi

R.H.S

0008-2410
CB

S2S1X3X2X1

S124-1/2003/201X110
S303-1/81/401-3/80X308-

Z=21604-02-006-0Zj-Cj

Y2Y1S3S2S1

:من خلال الجدول التالي یمكننا إستنتاج الحل الأمثل للنموذج المقابل كمایلي
المتغیرات الأساسیة في النموذج الأولي هي-01 1 3X ,X تصبح متغیرات غیر أساسیة في النموذج المقابل

وهذه المتغیرات هي 1 3S ,S

المتغیرات غیر الأساسیة في النموذج الأولي هي-02 2 1 2,X ,S S تصبح متغیرات أساسیة في النموذج المقابل
وهذه المتغیرات هي  2 1 2,S ,Y Y.

كمیات الإنتاج في النموذج الأولي هي -03 1 324 03X ,X تصبح أسعار الظل في النموذج المقابل
 1 324 03S ,S 

أسعار الظل في النموذج الأولي-04 1 202 04S ,S   تصبح كمیات الإنتاج في النموذج المقابل وهي
 1 202, 04Y Y 

.المعاملات الفنیة تأخذ بإشارة معاكسة لإشارتها في جدول الحل الأمثل-05
:للنموذج المقابل كمایليمن خلال ماسبق یكون جدول الحل الأمثل 

جدول الحل الأمثل للنموذج المقابل

BASIC

Cj
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bi

R.H.S

0004812
CB

S3S2S1Y2Y1

X2063/801-3/200S20
S102-1/400001Y112
S2041/801/2010Y248

W=2160302400Wj-Cj

X3X2X1S2S1

)The Dual Simples Méthod(طریقة السمبلكس المقابلة -06
، ثم نشرها 1953هذه الطریقة في رسالة الدكتوره الخاصة به سنة ) .E.LemkeC(لیمكيإبتكر :مقدمة-01

، ولا تخرج الطریقة عن كونها مبدل لطریقة السمبلكس العادیة، بحیث تبدأ 1954بعد ذلك في بحث له سنة 
بحثا عن المثالیة، بینما الطریقة العادیة تبدأ بالبحث عن المثالیة في ظل المحافظة على بتوفیر الإمكانیة 

.الإمكانیة
بإستخدم طریقة السمبكس البسیطة ولكي نضمن الحصول على حل أمثل یجب أن تكون قیم شعاع الثوابت أو 

سالب القیم فعندئذ سوف یتعذر الكمیات المتاحة في الطرف الأیمن من القیود موجبة، فإذا كان الجانب الأیمن
، كما أنه توجد حالات أخرى وهي أثناء الحل بطریقة علینا الحصول على الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة

وعند الإنتقال من جدول سمبلكس إلى آخر یظهر في الجانب الأیمن الإشارة ) العادیة(السمبلكس البسیطة 
.االسالبة لبعض قیم المتغیرات أو جمیعه

فالعلاج التام لما ورد للحالتین السابق ذكرهما وللحصول على الحل الأمثل وبشكل أكید یجب إتباع طریقة 
لتجاوز ما یظهر من عقبات مماثلة تمنع الوصول إلى الحل )Dual Simples Méthod(السمبلكس الثنائیة

.الأمثل
خطوات الحل بإستخدام طریقة السمبلكس المقابلة-02
،مع ضمان عدم ظهور المتغیرات النموذج إلى الشكل القیاسي بإضافة المتغیرات الفائضة فقطنحول - 01

.الإصطناعیة
لمتغیر الحل الأساسي والذي یمتلك أقل قیمة سالبة أوأكبر قیمة )  سطر الإرتكاز(إختیار المتغیر الخارج - 02

.بالقیمة المطلقة
وذلك بقسمة المتغیرات غیر الأساسیة، نقوم بإیجاد النسبةمن ) عمود الإرتكاز(لتحدید المتغیر الداخل- 03

بحیث نختار المعاملات التي تحمل سطر لإرتكاز للمتغیر الخارجلعلى المعاملات الفنیةسطر التقییممعاملات
.)إهمال الأرقام الموجبة والمعدومة(إشارة سالبة 

وفق الحالتین التالیتیننختار من بین هذه النسب- 04

BASIC

Cj
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jسبة في التعظیم أكبر ن j

ij

Z C
MAX

a

 
 
  

وأقل نسبة في التدنیةj j

ij

Z C
MIN

a

 
 
  



.نتیع نفس إجراءات طریقة السمبلكس العادیة للوصول إلى الحل الأمثل- 05
إذا وجدت قیما سالبة في الحل الأساسي الجدید لأحد المتغیرات الأساسیة نكرر الخطوات السابقة، وإلا - 06

.إجراءات طریقة السمبلكس العادیة وقواعدهانطبق
لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:09مثال

 
1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

X 02X X X 03

S / C 02X X 04X X 02

X ,X ,X ,X 0

MIN Z X 04X 03X

    
     
 

  

:المطلوب
أوجد الحل الأمثل بإستخدام طریقة السمبلكس المقابلة؟- 01

:الحل
الإصطناعیة  وظهور المتغیرات نحول النموذج إلى الصیغة القیاسیة مع ضمان عدم ظهور المتغیرات -01

.ثم نحول إلى الصیغة القیاسیة) - 01(الفائضة فقط، لذا نقوم بضرب طرفي المتراجحتین في 
 

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 4

X 02X X X 03

S / C 02X X 04X X 02

X ,X ,X ,X 0

MIN Z X 04X 03X

     
     
 

  

:نحول النموذج أعلاه إلى الصیغة القیاسیة كمایلي
  1 2

1 2 3 4 1

1 2 3 4 2

1 2 3 4 1 2

1 2 4 0S 0S

X 02X X X S 03

S / C 02X X 04X X S 02

X ,X ,X ,X 0; S ,S 0

MIN Z X 04X 03X  

      
      
  

  

)الأولي(نشكل جدول الحل الإبتدائي -02
الحل الإبتدائيجدول 

bi
R.H.S

000300401CB

S2S1X4X3X2X1
-03001-0101-02-01S10
-02010-01-040102S20
Z=000-030-04-01Zj-Cj

خارج القسمة0300201//
RATIO

BASIC

Cj
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التقییم سالبة أو معدومة مما یعني أن الحل أمثل، من خلال جدول الحل الإبتدائي نلاحظ أن جمیع قیم سطر
، فبظهور الإشارة السالبة)تتعارض مع شرط عدم السلبیة(لاكن بملاحظة الكمیات المتاحة نجدها سالبة 

.للمتغیرات أو بعضها ولغرض الحصول على حل أمثل یجب إتباع طریقة السمبلكس المقابلة
S1نلاحظ أن أقل قیمة سالبة هي للمتغیر : من المتغیرات الأساسیة)زسطر الإرتكا(تحدید المتغیر الخارح - 02

.یخرج من الحلS1إذن 
لتحدید المتغیر الداخل نقوم بقسمة قیم سطر التقییم على ): عمود الإرتكاز(تحدید المتغیر الداخل - 03

X1المعاملات السالبة فقط لسطر الإرتكاز مع  ترشیح أقل نسبة للدخول، وبالتالي فإن المتغر الداخل هو 

- 01ونقطة الإرتكاز هي 
نشكل جدول السمبلكس الثاني كالتالي

bi
R.H.S

000300401CB

S2S1X4X3X2X1
030-0101-010201X101
-080102-03-02-030S20

Z=030-01-02-01-020Zj-Cj

خارج القسمة/1/22/31/22/3-/
RATIO

-02ونقطة الإرتكاز هي ) عمود الإرتكاز(X3والمتغیر الداخل هو ) سطر الإرتكاز(S2المتغیر الخارج هو 
جدول السمبلكس الثالث

bi
R.H.S

000300401CB

S2S1X4X3X2X1
07-1/2-025/207/201X101
04-1/2-013/2013/20X30

Z=07-1/2-02-1/20-1/20Zj-Cj

.جمیع القیم سالبة أو معدومة إذن فقد توصلنا إلى الحل الأمثلنلاحظ من خلال سطر التقییم أن 
1:المتغیرات الأساسیة 307 04XX , 

1: المتغیرات غیر الأساسیة 2 2 4S S X X 0   

1: أسعار الظل 2
01
02

S 02,S 

BASIC

Cj

BASIC

Cj
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لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:10مثال
 

1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

02X 03X 40

X 02X     20
S / C

03X X     30

X ,X 0

MAX Z 20X 25X

 
   
 

 





:المطلوب
أوجد النموذج المقابل؟-01
أوجد الحل الأمثل بإستخدام طریقة السمبلكس المقابلة؟-02
:الحل
:نحول الصیغة العامة للنموذج إلى النموذج المقابل كمایلي-01

  1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3,

MIN W 40Y 20Y 30Y

02Y Y 03Y 20

S/ C 03Y 02Y +Y 25

Y ,Y Y 0







  

 
 






ظهور المتغیرات الإصطناعیة و ظهور المتغیرات نحول النموذج إلى الصیغة القیاسیة مع ضمان عدم -02
.ثم نحول إلى الصیغة القیاسیة) -01(الفائضة فقط، لذا نقوم بضرب طرفي المتراجحات في

  1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3,

MIN W 40Y 20Y 30Y

02Y Y 03Y 20

S/ C 03Y 02Y Y 25

Y ,Y Y 0







  

  
   






نحول النموذج المقابل إلى الصیغة القیاسیة
  1 2

1

2

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

0S 0S

S

S

,

MIN W 40Y 20Y 30Y

02Y Y 03Y 20

S/ C 03Y 02Y Y 25

Y ,Y Y 0
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)الإبتدائي(الحل الأولي جدول 

bi
R.H.S

00302040CB

S2S1Y3Y2Y1
-20001-03-01-02S10
-25010-01-02-03S20
Z=000-30-20-40Zj-Cj

خارج القسمة301040/3//
RATIO

-02ونقطة الإرتكاز هي ) عمود الإرتكاز(Y2والمتغیر الداخل هو ) سطر الإرتكاز(S2المتغیر الخارج هو 
جدول السمبلكس الثاني

bi
R.H.S

00302040CB

S2S1Y3Y2Y1
-15/2-1/201-5/20-1/2S10
25/2-1/201/2013/2Y220

Z=250100-200-10Zj-Cj

خارج القسمة20/08/20-
RATIO

5/2-ونقطة الإرتكاز هي ) عمود الإرتكاز(Y3والمتغیر الداخل هو ) سطر الإرتكاز(S1المتغیر الخارج هو 
جدول السمبلكس الثالث

bi
R.H.S

00302040CB

S2S1Y3Y2Y1
031/5-2/50101/5Y330
11-3/51/50017/5Y220

Z=310-06-0800-06Zj-Cj

.نلاحظ من خلال سطر التقییم أن جمیع القیم سالبة أو معدومة إذن فقد توصلنا إلى الحل الأمثل
2:المتغیرات الأساسیة 311 03YY , 

1: المتغیرات غیر الأساسیة 1 2Y S S 0  

1: أسعار الظل 2S 08,S 06 

BASIC

Cj

BASIC

Cj

BASIC

Cj
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لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:11مثال
 

1 2

1 2

1

1 2

1 2

03X 02X 180

X 03X     280
S / C

X                 20

X ,X 0

MAX Z 05X 16X

 
  

 

 





:المطلوب
أوجد الحل الأمثل بإستخدام طریقة السمبلكس المقابلة؟-01
:الحل
نحول النموذج إلى الصیغة القیاسیة مع ضمان عدم ظهور المتغیرات الإصطناعیة  وظهور المتغیرات -01

.ثم نحول إلى الصیغة القیاسیة) -01(في 03طرفي المتراجحتین رقم الفائضة فقط، لذا نقوم بضرب 
 

1 2

1 2

1

1 2

1 2

03X 02X 180

X 03X     280
S / C

X               20

X ,X 0

MAX Z 05X 16X

 
    
 

 




:نحول النموذج أعلاه إلى الصیغة القیاسیة كمایلي
  1 2 3

1 2 1

1 2 2

1 3

1 2 1 2 3

1 2 0S 0S 0S

03X 02X S 180

X 03X +0S     280
S / C

X  +S              20

X ,X 0;S ,S ,S 0

MAX Z 05X 16X   









 



  

 

 




)الأولي(جدول الحل الإبتدائي 

bi
R.H.S

0001605CB

S3S2S1X2X1
18000010203S10
28000100301S20
-2001000-01S30
Z=0000-16-05Zj-Cj

خارج القسمة05∞///
RATIO

X1فیتم تحدیده من المتغیرات غیر الأساسیة وهوأما العمود الداخل )سطر الإرتكاز(S3المتغیر الخارج هو

- 01ونقطة الإرتكاز هي 

BASIC

Cj
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السمبلكس الثانيجدول 

bi
R.H.S

0001605CB

S3S2S1X2X1
120030101020S10
2600100030S20
20-0100001X105

Z=100-0500-160Zj-Cj

بما أن جمیع قیم سطر التقییم سالبة أو معدومة إذن فقد توصلنا إلى الحل الأمثل
1:المتغیرات الأساسیة 1 220 120, 260S SX ,  

2: المتغیرات غیر الأساسیة 3X S 0 

3S: أسعار الظل 05

التالي53لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة الذي تم مناقشته في المحور الرابع الصفحة :12مثال
  1 2

1 2

1 2

1 2

W 2400X 1000X

03X 02X 20

S / C 06X X 30

X ,X 0

MIN







 

 
  



:المطلوب
أوجد الحل الأمثل بإستخدام طریقة السمبلكس المقابلة؟-01
:الحل
نحول النموذج إلى الصیغة القیاسیة مع ضمان عدم ظهور المتغیرات الإصطناعیة  وظهور المتغیرات -01

.ثم نحول إلى الصیغة القیاسیة) - 01(الفائضة فقط، لذا نقوم بضرب طرفي المتراجحتین في 
  1 2

1 2

1 2

1 2

W 2400X 1000X

03X 02X 20

S / C 06X X 30

X ,X 0

MIN







 

   
    



:نحول النموذج أعلاه إلى الصیغة القیاسیة كمایلي
  1 21 2

1 2

1 2

1 2 1 2

1

2

0S 0SW 2400X 1000X

03X 02X 20

S / C 06X X 30

X ,X 0;S ,S 0

MIN

S

+S
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)الأولي(نشكل جدول الحل الإبتدائي -02

bi
R.H.S

0010002400CB

S2S1X2X1
-20001-02-03S10
-30010-01-06S20

W=000-1000-2400Wj-Cj

خارج القسمة1000400//
RATIO

X1فیتم تحدیده من المتغیرات غیر الأساسیة وهوأما العمود الداخل )سطر الإرتكاز(S2المتغیر الخارج هو

- 06ونقطة الإرتكاز هي 
جدول السمبلكس الثاني

bi
R.H.S

0010002400CB

S2S1X2X1
-05-1/201-3/20S10
05-1/601/601X12400

W=120004000-6000Wj-Cj

خارج القسمة/800/400-
RATIO

X2فیتم تحدیده من المتغیرات غیر الأساسیة وهوأما العمود الداخل )سطر الإرتكاز(S1المتغیر الخارج هو

3/2-ونقطة الإرتكاز هي 
جدول السمبلكس الثالث

bi
R.H.S

0010002400CB

S2S1X2X1
10/31/3-2/3010X21000
40/9-2/91/9001X12400

W=14000-200-40000Wj-Cj

نلاحظ من خلال هذا الجدول أن جمیع قیم سطر التقییم سالبة أو معدومة وبالتالي نكون قد توصلنا إلى الحل 
.الأمثل

1:المتغیرات الأساسیة 2
40 10
09 03

XX , 

1: المتغیرات غیر الأساسیة 2S S 0

1: أسعار الظل 2400 200SS , 

BASIC

Cj

BASIC

Cj

BASIC

Cj
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:ملاحظة
بإستخدام طریقة السمبلكس المقابلة توصلنا إلى نفس النتیجة بإستخدام طریقة السمبلكس العادیة والتي- 

).Two-Phase(وطریقة المرحلتین ) BIG-M(الكبیرة Mتم إستخدام فیها طریقتین هما 
في طریقة السمبلكس المقابلة توصلنا إلى الحل الأمثل من خلال ثلاث جداول، اما بإستخدام طریقة السمبلكس - 

جداول،أما بإستخدام طریقةفقد توصلنا إلى الحل الأمثل من خلال ستة )) BIG-M(الكبیرة Mطریقة(العادیة 
فقد توصلنا إلى الحل الأمثل من خلال أریعة جداول،مما یعني أن طریقة ) Two-Phase(المرحلتین 

. السمبلكس المقابلة توفر الوقت والجهد
التالي74لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة الذي تم مناقشته في المحور الرابع الصفحة :13مثال

  1 2 3 4

1 2 3 4

2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

Z 05X 02X 10X X

02X X 04X 07X 1000

        05X 02X 07X 200
S / C

04X 03X 06X 13X 2000

X ,X ,X ,X 0

MAX








   

   
  


   



:المطلوب
أوجد الحل الأمثل بإستخدام طریقة السمبلكس المقابلة؟-01
:الحل
:نحول النموذج الأولي إلى النموذج المقابل كمایلي- 01

1 2 3

1 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

MIN(W) 1000Y 200Y 2000Y

02Y 04Y 05

Y 05Y 03Y 02

S / C 04Y 02Y 06Y 10

07Y 07Y 13Y 01

Y ,Y ,Y 0

  


  
 


 
 

  
 


المتغیرات نحول النموذج إلى الصیغة القیاسیة مع ضمان عدم ظهور المتغیرات الإصطناعیة و ظهور -02
.ثم نحول إلى الصیغة القیاسیة) -01(الفائضة فقط، لذا نقوم بضرب طرفي المتراجحات في

1 2 3

1 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

MIN(W) 1000Y 200Y 2000Y

02Y 04Y 05

Y 05Y 03Y 02

S / C 04Y 02Y 06Y 10

07Y 07Y 13Y 01

Y ,Y ,Y 0
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:نحول النموذج المقابل إلى الصیغة القیاسیة كمایلي
1 2 3 1 2 3

1

2

3

4

1 2 3 4

1 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

MIN(W) 1000Y 200Y 2000Y 0S 0S 0S

 +S

+S

S

S

S ,S ,S ,S 0

02Y 04Y 05

Y 05Y 03Y 02

S / C 04Y 02Y 06Y 10

07Y 07Y 13Y 01

Y ,Y ,Y 0;

     


   
  
 

   
   

    
   



)الإبتدائي(جدول الحل الأولي 

bi
R.H.S

000020002001000CB

S4S3S2S1Y3Y2Y1

-0500001-040-02S10
-0200010-03-05-01S20
-1000100-06-02-04S30
-0101000-13-07-07S40

W=00000-2000-200-1000Wj-Cj

خارج القسمة2000/6100250////
RATIO

S3 سطر الإرتكاز(یخرج من الحل (وY2 یدخل إلى الحل)02ونقطة الإرتكاز هي ) عمود الإرتكاز-
جدول السمبلكس الثاني

bi
R.H.S

000020002001000CB

S4S3S2S1Y3Y2Y1

-0500001-040-02S10
230-5/201012009S20
050-1/200030102Y2200
3401-7/20008007S40

W=10000-10000-14000-600Wj-Cj

خارج القسمة350/300//∞/
RATIO

S1 سطر الإرتكاز(یخرج من الحل (وY1 یدخل إلى الحل)02ونقطة الإرتكاز هي ) عمود الإرتكاز-

BASIC
Cj

BASIC

Cj
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جدول السمبلكس الثالث

bi
R.H.S

000020002001000CB

S4S3S2S1Y3Y2Y1

5/2000-1/202001Y11000
1/20-5/2019/2-0600S20
00-1/2001-01010Y2200

33/201-7/207/2-0600S40
W=250

00-1000-300-20000Wj-Cj

.سالبة أو معدومة فقد توصلنا إلى الحل الأمثلأن جمیع قیم سطر التقییم بما
:ملاحظة

49النتیجة المتوصل إلها هي نفس النتیجة المتوصل إلیها في حل النموذج المقابل في الصفحة

bi

R.H.S
000020002001000CB

S4S3S2S1Y3Y2Y1

X21/20-5/2019/2-0600S20
X433/201-7/207/2-0600S40
S15/2000-1/202001Y11000
S200-1/2001-01010Y2200

W=25000-1000-300-20000Wj-Cj

X4X3X2X1S3S2S1

BASIC

Cj

BASIC

Cj



البرمجة :المحور السادس
الخطیة بأعداد صحیحة

)البرمجة العددیة(
)Integer Linear Programming(
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)البرمجة العددیة(بأعداد صحیحةالخطیة البرمجة :السادسالمحور
هي أحد النماذج الریاضیة المشتقة ) Integer Programming(البرمجة الخطیة بأعداد صحیحة :مقدمة-01

الخطیة، حیث ینصب إهتمام هذا النوع من النماذج الریاضیة على إیجاد قیم من النموذج الریاضي العام للبرمجة 
المتغیرات n1 2 3X ,X ,X ,......,X بأعداد صحیحة خالیة من الكسور، وعلیه فإن ذلك یتطلب وضع تحدیدات

ة معینة في صیغة النموذج الریاضي یشترط تحقق القیم الخالیة من الكسور للمتغیرات الداخلة في صیاغ
النموذج،إن الهدف الأساسي لبناء النموذج الریاضي للبرمجة بأعداد صحیحة نابع من الإستجابة لمتطلبات 
الواقع العملي، حیث من المعروف إن الكثیر من الحالات والمشاكل التطبیقیة لا یمكن التفاعل معها بقیم كسریة 

.خإل...مثل عدد الآلات وعدد العمال أو عدد المشاریع الإنشائیة
:ویمكن تصنیف مسائب البرمجة الخطیة بأعداد صحیحة إلى الحالات التالیة

ویرمز لها ) Pure Integer Linear Programming(مسائل البرمجة الخطیة بأعداد صحیحة البحتة -01
.،إذا كانت قیم كل  متغیرات هذه المسألة هي قیم صحیحة)PILP(إختصارا ب

ویرمز) Mixed Integer Linear Programming(صحیحة المختلطة مسائل البرمجة الخطیة بأعداد -02
،إذا كانت قیم بعض متغیرات هذه المسألة هي قیم صحیحة بینما تأخذ باقي المتغیرات )MILP(لها إختصارا ب 

.قیما إختیاریة
1Integer Linear-0(مسائل البرمجة الخطیة بأعداد صحیحة ذات متغیرات ثنائیة القیم-03

Programming ( ویرمز لها إختصارا ب)1-0ILP( 1أو0،إذا كانت قیم كل متغیرات المسألة هي.
طرائق حل مسائل البرمجة الخطیة الصحیحة-02

وأغلب هذه الطرائق تقوم ) ILP(هناك العدید من الطرائق التي طورت لحل مسائل البرمجة الخطیة الصحیحة 
حل المسألة ومن ثم معالجة القیم الكسریة للمتغیرات في على أساس تجاهل قید العدد الصحیح للتوصل إلى 

حال وجودها والسبب یعود في كون عملیة التوصل إلى الحل المثل لمسألة البرمجة الخطیة الصحیحة یتم من 
هو تقارب القیم المثلى للحل الأمثل للمسألتین وفي ) LP(خلال الحل الأمثل لمسألة ابرمجة الخطیة العامة 

تساویها وان هذا یؤدي إلى تقلیل العملیات الحسابیة للتوصل إلى الحل الأمثل لمسألة البرمجة بعض الأحیان
:أما طرائق حل مسائل البرمجة الخطیة بأعداد صحیحة فهي كالتالي،)ILP(الخطیة الصحیحة 

.طریقة التجریب أو الإختیار- 01
طریقة التقریب- 02
).أسلوب جومري(طریقة الإقتطاع - 03
)الحد والفرع(ة التفریغطریق- 04
.طریقة البحث والإستقصاء- 05
.قة التعداد الضمنيطری- 06

.وسوف نكتفي بثلاث طرائق للحل والتي سوف یتم عرضها لاحقا
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تقوم هذه الطریقة هي بعد الحصول على الحل المثالي ):الطریقة البیانیة( طریقة التجریب أو الإختیار-01
للنموذج المعطى نقوم بإستخلاص جمیع النقاط الصحیحة الممكنة ونعوضها في دالة الهدف ونأخذ الحل الذي 
یحقق أصغر قیمة لدالة الهدف إذا كانت المسألة تصغیر  أو العكس إذا كانت المسألة تعظیم، ونشیر إلى أن 

.عددا كبیراnفي حال كان عدد المتحولات في المسألة ) غیر ممكنة(ن غیر مجدیة هذه الطریقة تكو 
لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:01مثال

  1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

Z 07X 05X

06X 09X 54

07X 06X 42
S / C

X 02X 02

X ,X 0 Non negative integer

MAX  

 
     
 

:المطلوب
أوجد الحل الأمثل بإستخدام الطریقة البیانیة؟

:الحل

1یتحقق عند الأمثلنلاحظ من خلال الشكل أن الحل  2X 04.8,X 01.4, Z 40.6  

، وللبحث عن الحل الصحیح نستخرج جمیع وبالتالي فالحل أمثل إلا انه لم یحقق خاصیة الأعداد الصحیحة
الثنائیات من الأرقام الصحیحة التي تم على المحورین 1 2OX ,OX مع ملاحظة أن منطقة الحلول محصورة

1بمضلع الرؤوس والمحدد ب  205  , 060 X 0 X  وبذلك یكون لدینا النقاط الصحیحة التالیة:
6543210

0.60.50.40.30.20.10.00
1.61.51.41.31.21.11.01
2.62.52.42.32.22.12.02
3.63.53.43.33.23.13.03
4.64.54.44.34.24.14.04
5.65.55.45.35.25.15.05

بعد تحدید جمیع النقاط الممكنة نقوم بإختیار هذه النقاط والتي تحقق جمیع القیود ونعوض قیمها  1 2X ,X في
.دالة الهدف ثم نختار أعظم قیمة والجدول التالي یوضح ذلك
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1 2

1 2

1 2
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Z 07X 05X

06X 09X 54

07X 06X 42
S / C

X 02X 02

X ,X 0 Non negative integer

MAX  
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  1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

Z 07X 05X

06X 09X 54

07X 06X 42
S / C

X 02X 02

X ,X 0 Non negative integer

MAX  
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أوجد الحل الأمثل بإستخدام الطریقة البیانیة؟
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1یتحقق عند الأمثلنلاحظ من خلال الشكل أن الحل  2X 04.8,X 01.4, Z 40.6  
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دالة الھدف
  1 2

Z 07X 05XMAX  
القید الثالث

1 2X 02X 02 
القید الثاني
1 207X 06X 42 

القید الأول
1 206X 09X 54 النقاط

0.0تحققتحققتحقق0
0.1تحققتحققتحقق05
0.2تحققتحققتحقق10
0.3تحققتحققتحقق15
0.4تحققتحققتحقق20
0.5تحققتحققتحقق25
0.6تحققتحققتحقق30
1.0تحققتحققتحقق07
1.1تحققتحققتحقق12
1.2تحققتحققتحقق17
1.3تحققتحققتحقق22
1.4تحققتحققتحقق27
1.5تحققتحققتحقق32

1.6تحققلا تحققلا تحقق-------- 
2.0تحققتحققتحقق14
2.1تحققتحققتحقق19
2.2تحققتحققتحقق24
2.3تحققتحققتحقق29
2.4تحققتحققتحقق34

2.5لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
2.6لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
3.0تحققتحققلا تحقق-------- 

3.1تحققتحققتحقق26
3.2تحققتحققتحقق31
3.3تحققتحققتحقق36

3.4تحققلا تحققلا تحقق-------- 
3.5لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
3.6لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
4.0تحققتحققلا تحقق-------- 
4.1تحققتحققلا تحقق-------- 

4.2تحققتحققتحقق38
4.3تحققلا تحققلا تحقق-------- 
4.4لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
4.5لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
4.6لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
5.0لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
5.1لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
5.2لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
5.3لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
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5.4لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
5.5لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
5.6لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 

1:  نلاحظ أن الدالة تأخذ قیمتها العظمى عند 2X 04,X 02, Z 40  

:لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:02مثال
  1 2

1 2

1

1 2

1 2

1 2

Z 40X 20X

06X 05X 30

02X 16

S / C 03X 03X 06

08X 06X 24

X ,X 0 Non negative integer

MIN  

 
   
   
 

:المطلوب
الطریقة البیانیة؟أوجد الحل الأمثل بإستخدام 

:الحل

1نلاحظ من خلال الشكل أن الحل الأمثل یتحقق عند  2X 0.79,X 05.05, Z 132.63  

وبالتالي فالحل أمثل إلا انه لم یحقق خاصیة الأعداد الصحیحة، وللبحث عن الحل الصحیح نستخرج جمیع 
الثنائیات من الأرقام الصحیحة التي تم على المحورین 1 2OX ,OX مع ملاحظة أن منطقة الحلول محصورة

1بمضلع الرؤوس والمحدد ب  205  , 060 X 0 X  وبذلك یكون لدینا النقاط الصحیحة التالیة:
الحل الأمثل لبرنامج الأعداد الصحیحة بطریقة إیجادمن أجل:)أسلوب جومري(طریقة الإقتطاع -02

، نبدأ أولا بإیجاد الحل الأمثل للمسألة بطریقة السمبلكس العادیة دون الأخذ بعین )أسلوب جومري(الإقتطاع 
، فإذا حصلنا على حل تكون فیه مجاهیل القاعدة أعدادا )كون المجاهیل ذات قیم صحیحة(ا؟لإعتبار القید 

لنا إلى الحل الأمثل المطلوب، أما إذا كانت قیمة أحدهما غیر صحیح فإننا نقوم بإضافة صحیحة نكون قد توص
:قید جدید للمسألة مقابل لهذا المجهول وفق الخطوات التالیة

من جدول الحل النهائي بإستخدام طریقة السمبلكس العادیة نختار أحد المتغیرات ذات القیم غیر :الخطوة الأولى
الجزء تیاري، فإذا كان لدینا أكثر من متغیر بأرقام غیر صحیحة نختار المتغیر ذيالصحیحة وبشكل إخ

الكسرس الأكبر if b
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5.4لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
5.5لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
5.6لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 

1:  نلاحظ أن الدالة تأخذ قیمتها العظمى عند 2X 04,X 02, Z 40  

:لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:02مثال
  1 2

1 2

1

1 2

1 2

1 2

Z 40X 20X

06X 05X 30

02X 16

S / C 03X 03X 06

08X 06X 24

X ,X 0 Non negative integer

MIN  

 
   
   
 

:المطلوب
الطریقة البیانیة؟أوجد الحل الأمثل بإستخدام 

:الحل

1نلاحظ من خلال الشكل أن الحل الأمثل یتحقق عند  2X 0.79,X 05.05, Z 132.63  

وبالتالي فالحل أمثل إلا انه لم یحقق خاصیة الأعداد الصحیحة، وللبحث عن الحل الصحیح نستخرج جمیع 
الثنائیات من الأرقام الصحیحة التي تم على المحورین 1 2OX ,OX مع ملاحظة أن منطقة الحلول محصورة

1بمضلع الرؤوس والمحدد ب  205  , 060 X 0 X  وبذلك یكون لدینا النقاط الصحیحة التالیة:
الحل الأمثل لبرنامج الأعداد الصحیحة بطریقة إیجادمن أجل:)أسلوب جومري(طریقة الإقتطاع -02

، نبدأ أولا بإیجاد الحل الأمثل للمسألة بطریقة السمبلكس العادیة دون الأخذ بعین )أسلوب جومري(الإقتطاع 
، فإذا حصلنا على حل تكون فیه مجاهیل القاعدة أعدادا )كون المجاهیل ذات قیم صحیحة(ا؟لإعتبار القید 

لنا إلى الحل الأمثل المطلوب، أما إذا كانت قیمة أحدهما غیر صحیح فإننا نقوم بإضافة صحیحة نكون قد توص
:قید جدید للمسألة مقابل لهذا المجهول وفق الخطوات التالیة

من جدول الحل النهائي بإستخدام طریقة السمبلكس العادیة نختار أحد المتغیرات ذات القیم غیر :الخطوة الأولى
الجزء تیاري، فإذا كان لدینا أكثر من متغیر بأرقام غیر صحیحة نختار المتغیر ذيالصحیحة وبشكل إخ

الكسرس الأكبر if b
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5.4لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
5.5لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 
5.6لا تحققلا تحققلا تحقق-------- 

1:  نلاحظ أن الدالة تأخذ قیمتها العظمى عند 2X 04,X 02, Z 40  

:لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:02مثال
  1 2

1 2

1

1 2

1 2

1 2

Z 40X 20X

06X 05X 30

02X 16

S / C 03X 03X 06

08X 06X 24

X ,X 0 Non negative integer

MIN  

 
   
   
 

:المطلوب
الطریقة البیانیة؟أوجد الحل الأمثل بإستخدام 

:الحل

1نلاحظ من خلال الشكل أن الحل الأمثل یتحقق عند  2X 0.79,X 05.05, Z 132.63  

وبالتالي فالحل أمثل إلا انه لم یحقق خاصیة الأعداد الصحیحة، وللبحث عن الحل الصحیح نستخرج جمیع 
الثنائیات من الأرقام الصحیحة التي تم على المحورین 1 2OX ,OX مع ملاحظة أن منطقة الحلول محصورة

1بمضلع الرؤوس والمحدد ب  205  , 060 X 0 X  وبذلك یكون لدینا النقاط الصحیحة التالیة:
الحل الأمثل لبرنامج الأعداد الصحیحة بطریقة إیجادمن أجل:)أسلوب جومري(طریقة الإقتطاع -02

، نبدأ أولا بإیجاد الحل الأمثل للمسألة بطریقة السمبلكس العادیة دون الأخذ بعین )أسلوب جومري(الإقتطاع 
، فإذا حصلنا على حل تكون فیه مجاهیل القاعدة أعدادا )كون المجاهیل ذات قیم صحیحة(ا؟لإعتبار القید 

لنا إلى الحل الأمثل المطلوب، أما إذا كانت قیمة أحدهما غیر صحیح فإننا نقوم بإضافة صحیحة نكون قد توص
:قید جدید للمسألة مقابل لهذا المجهول وفق الخطوات التالیة

من جدول الحل النهائي بإستخدام طریقة السمبلكس العادیة نختار أحد المتغیرات ذات القیم غیر :الخطوة الأولى
الجزء تیاري، فإذا كان لدینا أكثر من متغیر بأرقام غیر صحیحة نختار المتغیر ذيالصحیحة وبشكل إخ

الكسرس الأكبر if b
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نعید كتابة المعاملات الكسریة والثوابت في معادلة القید الناتجة من الخطوة الأولى، كمجموع :الخطوة الثانیة
الصفر والواحد، ثم نعید كتابة المعادلة بحیث یصبح الطرف الأیسر الأعداد الصحیحة والكسور الموجبة بین 

، بینما الطرف الأیمن یحتوي على حدود بمعاملات )وثابت كسري(یحتوي على حدود ذات معاملات كسریة فقط 
).وثوابت صحیحة(أعداد صحیحة 
سلبي،وتكون المتراجحة الناتجة تتطلب أن یكون الطرف الأیسر من المعادلة المعاد كتابتها غیر :الخطوة الثالثة

هي القید الجدید
بعد إضافة القید الجدید، نقوم بحل المسألة الجدیدة بتطبیق خطوات السمبلكس

قبل البدء  في عرض طریقة جومري لابد من التطرق لبعض المفاهیم الأساسیة:ملاحظة
rإذا كان- 01 Rفإننا نرمز بr  لأكبر عدد صحیح أصغر أو یساويr

:بالشكل التاليrیمكن أن نكتب أي عدد حقیقي - 02 f rr r   

rحیث    هو أكبر عدد صحیح أصغر أو یساويrو f r هو الفرق f r r r    ویسمى بالجزء الكسري
للعدد الحقیقي ومن الواضح أن   01 0 f r 

فمثلا إذا كانت لدینا القیم التالیة 
01-15

04
r  فإن  15 01

03
04 04

f rr r     أي
15

04

15

04

03

01
f

04

 
  

 
   





02-15
04

r   فإن  15 01
04

04 04
f rr r      أي

15

04

15

04

04

01
f

04

   

 
   

 



لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:01مثال
  1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

1 2 3

Z 04X 05X 07X

03X 02X 03X 20

03X 05X 07X 25
S / C

02X 03X 04X 25

X ,X ,X 0 Non negative integer

MAX   

  
       
 

:المطلوب
أوجد الحل الأمثل بإستخدام طریقة السمبلكس؟
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:الحل
هي التوصل إلى حل المسألة مع إهمال قید العدد الصحیح، بعد إضافة المتغیرات الوهمیة إلى :الخطوة الأولى

النموذج نحصل على الحل الأمثل والموضح في الجدول التالي
جدول الحل الأمثل

bi

R.H.S
000070504CB

S3S2S1X3X2X1

50/90-2/95/91/9001X104
5/301/3-1/34/3010X205

80/901-5/9-1/9-2/900S30
Z=275/907/95/91/900Zj-Cj

:إختیار معادلة ذو أعلى كسر كالتالي: الخطوة الثانیة
rrالمتغیرات   f r r r   

X150/9055/9
X25/3012/3
S380/9088/9

S3من الجدول أعلاه یتضح ان الإختیار یقع على معادلة المتغیر 

3:نكتب المعادلة التالیةالأمثلومن جدول الحل  1 2 3
2 1 5 80X S S S
9 9 9 9
   

:التالیةنتحصل على المعادلة الجدیدة 0و1بكتابة كل كسر كمجموع أعداد صحیحة وكسر بین 
 3 1 2 3

07 08 04 08
01 01 01 01 0 08

09 09 09 09
X S S S                     

     

:ومن المعادلة السابقة نتحصل على

3 1 2 3 1 2
07 08 04 08 07 08 04 08

09 09 09 09 09 09 09 09
X S S X S S        

الذي یتم إضافته إلى جدول الحل الأمثل هو) قید جومري(وتصبح الصیغة النهائیة لقید القطع 

3 1 2 4
07 08 04 08

09 09 09 09
X S S S     

BASIC

Cj
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:التالیةویصبح جدول الحل الأمثل السابق بالصیغة 

bi

R.H.S
0000070504CB

S4S3S2S1X3X2X1

50/900-2/95/91/9001X104
5/3001/3-1/34/3010X205

80/9001-5/9-1/9-2/900S30
-8/9010-4/9-8/9-7/900S40

Z=275/9007/95/91/900Zj-Cj

في عمود الكمیات سالبة إذن نستخدم طریقة السمبلكس المقابلة ونكمل الحلS4بما ان قیمة 
S4 سطر الإرتكاز(الخارج المتغیرهو (وX3هو المتغیر الداخل)7/9-ونقطة الإرتكاز هي ) عمود الإرتكاز

bi

R.H.S
0000070504CB

S4S3S2S1X3X2X1

38/71/70-2/73/70001X104
1/712/70-3/7-13/70010X205

64/7-2/701-3/71/7000S30
8/7-9/704/78/70100X307

Z=213/7-1/70-5/7-3/7000Zj-Cj

بإختیار معادلة المتغیر ذو بما أن قیم المتغیرات الأساسیة لازالت غیر صحیحة لذلك یتم إعادة الخطوة الثانیة 
:أعلى كسر كالتالي
rrالمتغیرات   f r r r   

X138/7053/7
X21/701/7
S364/7091/7
X38/7011/7

X1من الجدول السابق یتضح أن الإختیار یقع على المتغیر 

1:المعادلة التالیةومن جدول الحل الأمثل نكتب  1 2 4
03 02 01 38X S S S
07 07 07 7

  

:نتحصل على المعادلة الجدیدة التالیة0و1بكتابة كل كسر كمجموع أعداد صحیحة وكسر بین 

  1 1 2 40 01 0
03 05 01 0301 0 X S S S 05
07 07 07 07

              
     

    

:ومن المعادلة السابقة نتحصل على

1 2 4 1 2 4
03 05 01 03 03 05 01 03S S S S S S
07 07 07 07 07 07 07 07

        

BASIC

Cj

BASIC

Cj
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الذي یتم إضافته إلى جدول الحل الأمثل هو) قید جومري(الصیغة النهائیة لقید القطع وتصبح 

51 2 4
03 05 01 03S S S S
07 07 07 07
     

:وعلى هذا الأساس فإن الجدول یصبح بالصیغة التالیة

bi

R.H.S
00000070504CB

S5S4S3S2S1X3X2X1

38/701/70-2/73/70001X104
1/7012/70-3/7-13/70010X205

64/70-2/701-3/71/7000S30
8/70-9/704/78/70100X307
-3/701-1/70-5/7-3/7000S50

Z=213/70-1/70-5/7-3/7000Zj-Cj

S5 سطر الإرتكاز(هو المتغیر الخارج (وS1 هو المتغیر الداخل)3/7-ونقطة الإرتكاز هي ) عمود الإرتكاز
جدول الحل بالصیغة التالیةویصبح

bi

R.H.S
00000070504CB

S5S4S3S2S1X3X2X1

050100-0100001X104
02-13/37/308/300010X205
091/3-1/301-2/30000S30
08/3-5/30-4/300100X307
01-7/31/305/301000S10

Z=30010000000Zj-Cj

الجدول التالي یمثل الحل الأمثل لمسألة البرمجة الصحیحة مع ملاحظة ان قیمة دالة الهدف أقل من قیمة دالة 
.الهدف لمسألة البرمجة الخطیة

لیكن لدیك نموذج البرمجة الخطیة التالي:02مثال
  1 2

1 2

1 2

1 2

1 2

Z 02X 03X

05X 06X 170

02 04
X X 25

S / C 03 03
X X 25

X ,X 0 Non negative integer

MIN  

 

   
  




:المطلوب
أوجد الحل الأمثل بإستخدام طریقة السمبلكس؟

BASIC

Cj

BASIC

Cj
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:الحل
هي التوصل إلى حل المسألة مع إهمال قید العدد الصحیح، بعد إضافة المتغیرات الوهمیة إلى :الخطوة الأولى

النموذج نحصل على الحل الأمثل والموضح في الجدول التالي

bi

R.H.S
0000302CB

S3S2S1X2X1

65/2043/20100S10
25/201-3/20010X203
25/2-023/20001X102

Z=125/2-01-3/2000Zj-Cj

الجدول أعلاه یمثل الحل الأمثل بدون الأخذ بنظر الإعتبار شرط الأعداد الصحیحة وللتوصل إلى الحل الأمثل 
لمسألة البرمجة الصحیحة نستخدم قید جومري أي تحدید معادلة المتغیر الأساسي ذو القیمة غیر الصحیحة وبما 
أن كل المتغیرات الأساسیة ذات قیم غیر صحیحة لذلك یتم إختیار المتغیر ذو أعلى كسر كما هو مبین في 

:الجدول التالي
rrالمتغیرات   f r r r   

S165/2321/2
X225/2121/2
X125/2121/2

بما ان كل المتغیرات الأساسیة متساویة من حیث قیمة الكسر لذلك یتم إختیار أحدهما بطریقة عشوائیة ولیكن 
X1المتغیر 

:ومن جدول الحل الأمثل نكتب المعادلة التالیة

1 1 302
03 02X S S
02 02
  

:التالیةنتحصل على المعادلة الجدیدة 0و1بكتابة كل كسر كمجموع أعداد صحیحة وكسر بین 

   1 1 301 02 0
01 0101 0 X S S 12
02 02

  
 

     

:ومن المعادلة السابقة نتحصل على

1 1
01 01 01 01S S
02 02 02 02

   

الذي یتم إضافته إلى جدول الحل الأمثل هو) قید جومري(وتصبح الصیغة النهائیة لقید القطع 

1 4
01 01S S
02 02

  

BASIC

Cj
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:التالیةوعلى هذا الأساس فإن الجدول یصبح بالصیغة 

bi

R.H.S
00000302CB

S4S3S2S1X2X1

65/20043/20100S10
25/2001-3/20010X203
25/20-023/20001X102
-1/2010-1/2000S40

Z=125/20-01-3/2000Zj-Cj

سالبة لذلك نستخدم طریقة السمبلكس الثانئیة للتوصل إلى الحل ولذلك فإنبما أن قیمة احد المتغیرات الأساسیة 
S4 سطر الإرتكاز(هو المتغیر الخارج (وS2 هو المتغیر الداخل)1/2-ونقطة الإرتكاز هي ) عمود الإرتكاز

جدول الحل بالصیغة التالیةویصبح

bi

R.H.S
00000302CB

S4S3S2S1X2X1

31030400100S10
14-030100010X203
1103-0200001X102
01-02001000S20

Z=64-03-010000Zj-Cj

الجدول أعلاه یمثل حلا أمثلا
:01ملاحظة

مسائل البرمجة قیمة دالة الهدف في حالة التعظیم في مسائل البرمجة الخطیة تكون أقل من قیمتها في - 01
.الخطیة الصحیحة

قیمة دالة الهدف في حالة التقلیل في مسائل البرمجة الخطیة الصحیحة تكون أكبر من قیمتها في مسائل - 02
.البرمجة الخطیة 

إن قیمة دالة الهدف في هذه الحالة هي أقل مما هو وارد في حالة البرمجة الخطیة والسبب في ذلك :01ملاحظة
البرمجة الخطیة الصحیحة تعتمد على معیار مهم للحصول على الأمثلیة، وكلما تم الإبتعاد عن یعود إلى أن 
كلما كان ذلك یزید ویعظم من قیمة دالة الهدف وصولا لحل مایعرف بالنقطة ) في حالة التعظیم(نقطة الأصل

اد صحیحة تتحدد قیمة دالة المتطرفة التي ربما تكون إحداثیاتها ذات قیم كسریة بینما في حالة البرمجة بأعد
الهدف في ضوء تقسیمات المحاور الأفقیة والعمودیة وبالتالي قد لاتبعد كثیرا عن نقطة الأصل وبعبارة أخرى یتم 

.التنتازل عن القیمة العلیا لدالة الهدف مقابل الحصول على قیم متغیرات بأعداد صحیحة

BASIC

Cj

BASIC

Cj



برمجة الأعداد : المحور السابع
الصحیحة مشاكل النقل

)Transportation Problem(
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برمجة الأعداد الصحیحة مشاكل النقل: السابعالمحور 
من مسائل البرمجة - ت المعالجة العلمیة لنماذج النقل منذ فترة طویلة وذلك لطبیعتها الخاصةأبد:مقدمة-01

حیث قدم دراسة بعنوان 1941عام )Hitchcok(هینشكوك- ف،وبدأت أول دراسة لها بواسطة - الخطیة العامة
) Koopmans(سمانبكو - ثم تلتها أخرى بواسطة ت"توزیع الإنتاج من عدة مصادر إلى عدة مناطق محلیة"

والتي طورت من قبل دانزیغ عام ،"الإستخدام الأمثل لمنظومة النقل" والذي قدم دراسته بعنوان1947عام 
MODI)(Modify Distribution(درس كل من دانزیغ وآخرون طریقة التوزیع المعدل1951،وفي عام 1963

method(للحصول على الحل الأمثل،أما طریقة المسار المتعرج)SteppingStone (كل فقد أقترحت من قبل
توصل كوهن إلى حل مشكلة  تخصیص المهام 1955، وفي عام 1953في عام cooperوcharnesمن
)Assignment problem ( وهي حالة خاصة من مشكلة النقل التي طورها كل من فورد وفولكرسن في عام

فقد ) R.A.M(،وطریقة 1958فقد إقترحت من قبل فوجل عام ) V.A.M(،أما طریقة  تقریب فوجل 1957
.1968ل في عام إقترحت من قبل روسی

ولدینا العدید من الطرق التي نستخدمها الدراسات في مجال مسائل النقل،والدراسات السابقة هي من بین أهم
لحل مسائل النقل وقد یطبق على مسائل النقل جمیع الإفتراضات الخاصة بالبرمجة الخطیة من حیث توافر 

.الخطیة في كل دالة الهدف والقیود
تعتبر مسائل النقل أو كما تسمى غالبا بمشكلة النقل من الأسالیب الریاضیة ذات :النقلتعریف مسائل -02

مراكز الإنتاج (الأهمیة في عملیة إتخاذ القرارات المتعلقة بنقل حجم معین من السلع أو المواد من مصادر متعددة
بهدف سد )Destinations()المراكز التسویقیة أو البیعیة( إلى مراكز متعددة)Sources()أو المخزون

إحتاجات المراكز ذات العلاقة بأقل تكلفة ممكنة من مجموع تكالیف النقل فمشكلة النقل تأخذ أهمیتها من خلال 
.ماتحتله تكالیف النقل من أهمیة نسبیة مقارنة بمجموع تكالیف الصنع والتوزیع وغیرها

حیث أن النماذج الریاضیة المستخدمة في مشكلة تعتبر مسائل النقل من المشاكل الخاصة في البرمجة الخطیة ،
سلعة أو مادة ما ) و شحنأنقل (النقل هي نماذج خطیة والهدف من إستخدامها هو إیجاد أسلوب أمثل لتوزیع 

تكلفة النقل الكلیة للسلعة أقل ما یمكن، بحیث تكون ) طلبها(إلى مناطق إستهلاكها) عرضها(من مناطق إنتاجها
حلها بإستخدام طریقة السمبلكس في البرمجة الخطیة إلا أن هذه الطریقة تتطلب خطوات ومشاكل النقل یمكن

مشكلة النقل ) متغیرات(حسابیة كثیرة وهذا الأمر تم التغلب علیه من خلال تفریغ كافة مفرداتتوجداول وعملیا
:في جدول خاص یسمى جدول النقل وهذه المفردات هي

.ز الإنتاجیة أو المخازنعدد مراكز التوزیع أو المراك-01
من مصادر عرض السلعة والتي یتوافر لدى كل منها mویتمثل في عدد :جانب العرض-02

 i 1,2,3,........,m،iSمن الكمیات المتاحة من السلعة.
من جهات إستخدام السلعة والتي یبلغ إحتیاج كل منهاnویتمثل في عدد :جانب الطلب-03

 j 1,2,3,........,n،jDمن السلعة.
.عدد مراكز الإستلام أو المراكز التسویقیة أو البیعیة-04
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:حیثijCویتمثل في المتغیر:جانب التكلفة-05
 i 1,2,3,........,m; j 1,2,3,........,n  والذي یشیر إلى تكلفة نقل الوحدة من المصدرi إلى جهة

.ویمكن أن یمثل هذا المتغیر التكالیف المتغیرة للإنتاج أو للشراء أو للنقل أو بعضها أو كلهاjالإستخدام 
في المصادر الإنتاجیة مجتمعة وحجم الطلب على السلع من قبل جمیع المراكز حجم عرض السلع-06

تمعة، فإذا كان حجم العرض یساوي حجم الطلب فإن مشكلة النقل هي مشكلة متوازنة وغیر ذلك التسویقیة مج
.فإنها مشكلة غیر متوازنة یجب أن توازن

:ویمكن تمثیل عناصر نموذج النقل بیانیا بالشكل التالي

S2

S1

S3

Sm

D1

D2

D3

Dn

11C

12C

13C

1nC

21C

22C

23C

2nC

31C

32C

33C

3nC

m1C
m2C

m3C

mnC

عیزوتلا زكارم
)ضرعلا(

ملاتسلإا زكارم
)بلطلا(
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الجدولیة لمسائل النقل منطلق إیجاد حل أولي ممكن تمثل الصیغة :لمسائل النقلالجدولیةالصیغة -03
المتمثل في تحقیق أقل تكلفة ممكمة من مجموع  تكالیف النقل،أو تحقیق ) النهائي(للوصول إلى الحل المثل 

) M(الجدولة لمسائل النقل هي عبارة عن مصفوفة عدد صفوفهاأكبر العوائد من مجموع الإیرادات، والصیغة
وتمثل مراكز الإستلام والجدول التالي یوضح فكرة مسائل )n(وعدد أعمدتها) مراكز التوزیع(المصادروتمثل 

.النقل

ia
مراكز التوزیع)الطلب(مراكز الإستلام

)العرض( nD...........2D1D

1a1n

1nX
C...........12

12X
C11

11X
C

1S

2a2n

2nX
C...........22

22X
C21

21X
C

2S

.........

.........

...........
.........

.........

.........

mamn

mnX
C...........m2

m2X
Cm1

m1X
C

mS

nb...........2b1bjb

الإستهلاكمن محطات) n(و، من مصادر التجهیز) M(یتضمن نموذج النقل الممثل في الجدول السابق
:إضافة إلى ذلك نفترض أن

ia:یمثل عدد الوحدات المعروضة عند المصدر من حیث i 1,2,3,........,m

jb:یمثل عدد الوحدات المطلوبة للموقعjحیث j 1,2,3,........,n

ijC: كلفة نقل الوحدة الواحدة من البضاعة من المصدر إلى الموقعj

ijX:ستنقل من المصدر يعدد الوحدات التi إلى الموقعj.
تأخذ مسالة النقل إحدى الحالتین وهذا حسب طبیعة دالة الهدف، إما أن :الصیغة الریاضیة لمسألة النقل-04

أو أننا نكون أمام ) MIN(عن التقلیل في دالة الهدف، أي البحث عن أدنى قیمة لها نكون أمام حالة البحث
).MAX(حالة أخرى هي حالة التعظیم  لدالة الهدف،أي البحث عن أقصى قیمة ممكنة لدالة الهدف 

الصیغة الریاضیة لمسائل النقل في حالة التقلیل04-01
من المادة المراد نقلها jإلى المركز iهي كمیة ما ینقل من المركز ijXلنفرض أن :تحدید المتغیرات-01

حیث  i 1,2,3,........,mو j 1,2,3,........,n

m

i
i

an

j
j

b
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إن الهدف من هذه المسألة هو نقل الكمیات الموجودة في مراكز التوزیع حسب حاجاتها :تحدید دالة الهدف-02
:أنبأقل تكلفة ممكنة أي 

 
m n

ij ij
i 1 j 1

WMIN C X
 


:وتتالف من قسمین:تحدید الشروط الخطیة-03
یجب أن لا تزید الإستلامإن الكمیات المنقولة من مراكز التوزیع إلى مراكز ):العرض(مراكز التوزیع03-01

على الكمیة المعروضة وتأخذ الصیغة الریاضیة التالیة
11 12 13 1n 1

21 22 23 2n 2

mn mm1 m2 m3

X X X ....... X a

X X X ....... X a

.

.
X X X ....... X a

         .         .        .          .       .
         .         .        .          .       .









    
    

    

إضافة إلى ذلك فإن مجموع الكمیة المنقولة یجب أن لا تقل عن إحتیاجات ):الطلب(ستلام مراكز الإ03-02
مراكز الإستلام بعبارة أخرى یجب أن تكون

11 21 31 m1 1

12 22 32 m2 2

mn n1n 2n 3n

X X X ....... X b

X X X ....... X b

.

.
X X X ....... X b

         .         .        .          .       .
         .         .        .          .       .









    
    

    

وهي أن الكمیات المنقولة یجب أن تكون قیم صحیحة وغیر سالبة ومجموع :تحدید الشروط الإضافیة-04
) شرط التوازن) (الطلب(یساوي إلى مجموع ما یطلب في مراكز الإستلام ) العرض(مایتوفر في مراكز التوزیع 

أي 
ijXشرط عدم السلبیة- 0 i, j 

:شرط التوازن-
m n

i j
i 1 j 1

a b
 
 

:وتأخذ مسألة النقل في حالة التقلیل صیغتها النهائیة بالشكل التالي
 

 

 

   

n

ij i
j 1

m

ij j
i 1

ij

m n

ij ij
i 1 j 1

W

X a i 1,2,3.....,m

X b j 1,2,3.....,n

X 0 i 1,2,3.....,m , j 1,2,3.....,n

MIN C X

S/ C
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في هذه الحالة یتم البحث عن أعظم ربح أو عائد :لمسائل النقل في حالة التعظیمالصیغة الریاضیة 04-20
في وجود نفس الشروط المعروضة في حالة التقلیل مع بعض الإختلاف،حیث أن دالة الهدف تكون في حالة 
التعظیم كما یتم إستبدال تكالیف نقل الوحدة الواحدة بالربح المحصل علیه من نقل الوحدة الواحدة أو العائد والذي 

ijPلرمز سوف نرمز له با

إلى مركز الإستلام iفإذا إفترضنا ان الربح أو العائد المحصل علیه من جراء نقل وحدة واحدة من مركز التوزیع 
j هوijP وأن الكمیات المنقولة من كل مركز توزیع إلى كل مركز تسلیم هي ،ijXوma  هي كمیات العرض
:هي كمیات الطلب فإن البرنامج الخطي الریاضي لمسألة النقل تعطى بالصیغة الریاضیة التالیةnbو

 

 

 

   

n

ij i
j 1

m

ij j
i 1

ij

m n

ij ij
i 1 j 1

Z

X a i 1,2,3.....,m

X b j 1,2,3.....,n

X 0 i 1,2,3.....,m , j 1,2,3.....,n

MAX P X

S/ C





 











 

 

  











السلع إلى الجهات إن الهدف من حل مسائل النقل یتمثل في نقل المواد أو:الهدف من مسائل النقل-05
الكمیات (المذكورة بأقل تكلفة ممكنة او أكبر ربح ممكن،مع مراعاة عدم الإخلال بشروط العرض والطلب 

:حیث انه لدینا نوعان من هذه المسائل) المتوفرة والكمیات المطلوبة
الطلب یساوي إذا كانت خطة النقل ممكنة ،وكان فیها مجموع:)مسائل النقل المغلقة(النوع الأول 05-01

مجموع العرض أي أن 
m n

i j
i 1 j 1

a b
 
 ةفإن خطة النقل هذه تسمى بخطة النقل المغلق.

:وفي هذه الحالة یأخذ النموذج الریاضي للمسألة المغلقة الصیغة الریاضیة المختصرة التالیة
 

 

 

   

n

ij i
j 1

m

ij j
i 1

ij

m n

ij ij
i 1 j 1

W

X a i 1,2,3.....,m

X b j 1,2,3.....,n

X 0 i 1,2,3.....,m , j 1,2,3.....,n

MIN C X

S/ C





 











 

 

  











إذا كانت الكمیات المتوفرة لا تساوي الكمیات المطلوبة، وهذا :)مسائل النقل المفتوحة(النوع الثاني 05-02
بدوره یؤدي إلى خلق حالة من عدم التوازن،وتتمثل بفائض الإنتاج أو عجز في الإنتاج ومسائل النقل التي تتمیز 

نمیز وهنا) غیر المتوازنة(بعدم التساوي بین الكمیات المتوفرة والكمیات المطلوبة، تسمى بالمسائل المفتوحة 
:حالتین
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یكون فیها إجمالي الكمیات المتوفرة أكبر من إجمالي الكمیات المطلوبة والتي یعبر عنها :الحالة الأولى-
:بالعلاقة التالیة

m n

i j
i 1 j 1

a b
 
 

) لیممراكز التس(وتسمى هذه الحالة بالمفهوم التجاري فائض في الإنتاج، ونضیف إلى المراكز الإستهلاكیة
المحددة في المسألة مركزا وهمیا  n 01 أي نضیف عمود جدید إلى مصفوفة النقل ونجعل مقدار إستهلاكه

nیساوي الفرق بین مجموع الكمیات المتوفرة ومجموع الكمیات المطلوبة أي) طلبه( 1

m n

i j
i 1 j 1

b a b
 
  

:الإنتاج إلى مراكز الإستهلاك الوهمي مساویة للصفر أي نضعونجعل تكلفة النقل من جمیع مراكز
i,n 1 0C   حیث i 1,2,3.....,m

نكون قد حولنا هذا النموذج إلى نموذج متوازن یتضمنوبذلك mو n 1 مركزا إستهلاكیا ونطبق علیه ما
:قناه في حالة التوازن، ویصبح النموذج الریاضي معطى بالصیغة التالیةطب

 

 

 

   

n 1

ij i
j 1

m

ij j
i 1

ij

m n 1

ij ij
i 1 j 1

W

X a i 1,2,3.....,m

X b j 1,2,3.....,n,n 1

X 0 i 1,2,3.....,m , j 1,2,3.....,n 1

MIN C X

S/ C









 











 

  

   











وهي الحالة المعاكسة للحالة الأولى والتي یكون فیها إجمالي الكمیات المتوفرة أقل من إجمالي :الحالة الثانیة
:أي عندما یكون- عجز في الإنتاج–الكمیات المطلوبة 

m n

i j
i 1 j 1

a b
 
 

وفي مثل هذه الحالة نضیف إلى المراكز الإنتاجیة المحددة بالمسألة مركزا إنتاجیا وهمیا  m 01 ونجعل
مقدار ما ینتجه مساویا للفرق بین مجموع الكمیات المطلوبة ومجموع الكمیات المتوفرة أي نجعل كمیة العرض له  

mمساویة إلى   1

n m

j i
j 1 i 1

a b a
 

  
:ونجعل تكلفة النقل من هذا المركز إلى جمیع المراكز الإستهلاكیة مساویة للصفر أي نضع

m 1,j 0C   حیث j 1,2,3.....,n

یتضمنوبذلك نكون قد حولنا هذا النموذج إلى نموذج متوازن  nو m 1 مركزا إنتاجیاا ونطبق علیه ما
:طبقناه في حالة التوازن، ویصبح النموذج الریاضي معطى بالصیغة التالیة
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n

ij i
j 1

m 1

ij j
i 1

ij

m 1 n

ij ij
i 1 j 1

W

X a i 1,2,3.....,m,m 1

X b j 1,2,3.....,n

X 0 i 1,2,3.....,m 1 , j 1,2,3.....,n 1

MIN C X

S/ C









 











  

 

    











تمثل صیغة من صیغ البرمجة لو قارنا الصیغة العامة للبرمجة الخطیة نلاحظ ان دالة الهدف والقیود:ملاحظة
) طریقة السمبلكس(الخطیة لذلك نجد من الممكن إستخدام الطریقة العامة المطبقة عند تحلیل البرامج الخطیة 

وأن إیجاد الحلول المطلوبة لمشكلات النقل یتم بتحویل قیود المتباینات المشار إلیها سابقا إلى قیود مساوة 
:كالتالي

 

 

 

   

n

ij i
j 1

m

ij j
i 1

ij

m n

ij ij
i 1 j 1

W

X a i 1,2,3.....,m

X b j 1,2,3.....,n

X 0 i 1,2,3.....,m , j 1,2,3.....,n

MIN C X

S/ C





 











 

 

  











)تساوي الطلب والعرضحالة :(01مثال
منظمة أعمال تجاریة ترغب في تسویق منتجاتها من مخازنها الثلاث إلى أربعة وكلاء هم على التوالي 

، المعلومات المتعلقة بتكالیف النقل وكمیة الإنتاج المطلوب وكمیة 04، الوكیل03، الوكیل02،الوكیل01الوكیل
:الإنتاج المعروض موضحة من خلال الجدول التالي

ia

)الطلب(مراكز الإستلام 
مراكز التوزیع

)العرض( 4D الوكیل
04رقم

3D الوكیل
03رقم

2D الوكیل
02رقم

1D الوكیل
01رقم

1 100a 
14 10C 13 05C 12 08C 11 04C 1S01المخزن رقم

2 80a 
24 18C 23 06C 

22 12C 21 08C 2S02المخزن رقم

3 60a 
34 20C 33 11C 

32 09C 31 07C 3S03المخزن رقم
3 4

i j
i 1 j 1

240a b
 

  4 60b 3 80b 2 40b 1 60b jb
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:المطلوب
الكلیة أقل ما طلبت المنظمة من إدارة التسویق والنقل وضع خطة لتسویق الإنتاج بحیث تكون تكالیف النقل 

یمكن؟
:الحل
ن مجموع العرض یساوي مجموع الطلب فإن هذا النوع من المشكلة یطلق علیه مشاكل النقل المغلقةأبما 

كز التوزیعط مراو شر -
11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

100

80

60

X X X X
X X X X
X X X X







  

  

  





أما بالنسبة لمجموع الكمیات المستلمة من قبل أي وكیل فهي بالتأكید تساوي الحاجة الكلیة للوكیل من البضاعة 
:نأالمذكورة اعلاه أي 

شروط مراكز الإستلام-
11 21 31

12 22 32

13 23 33

14 24 34

60

40

80

60

X X X
X X X
X X X
X X X









 

 

 

 






جة من المخازن إن دالة الهدف المطلوبة عند حل المشكلة هذه،تقوم على أساس جعل تكالیف نقل البضاعة المنت
:إلى الوكلاء أقل مایمكن أي أن

  11 12 13 14 21 22 23 24

31 32 33 34

03 04

ij ij
i 1 j 1

W 04X 08X 05X 10X 08X 12X 06X 18X

07X 09X 11X 20X

MIN C X

      +

 
      

  



:ویمكن كتابة البرنامج النهائي بالشكل التالي

  11 12 13 14 21 22 23 24

31 32 33 34

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

03 04

ij ij
i 1 j 1

W 04X 08X 05X 10X 08X 12X 06X 18X

07X 09X 11X 20X

X X X X 100

X X X X 80

X X X X 60

MIN C X

S / C

      +

 
      

  



   
   
   







   

11 21 31

12 22 32

13 23 33

14 24 34

ij

X X X 60

X X X 40

X X X 80

X X X 60

X 0 i 1,2,3 ; j 1,2,3
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تدیر الهیئة العامة لصناعة الإسمنت أربعة مصانع :)حالة عجز في الإنتاج(:02مثال 1 2 3 4S ,S ,S ,S تبلغ
.على الترتیب500،600،400،800) بآلاف الأطنان(الإنتاجیة السنویة القصوى طاقتها 

وترغب الهیئة في تسلیم الإسمنت إلى مناطق التسلیم 1 2 3 4D ,D ,D ,D وتبلغ الإحتیاجات الفعلیة السنویة
.على الترتیب900،300،700،800) بآلاف الأطنان(لهذه المناطق 

كماهو ) وحدات نقدیة(من جهات الإنتاج إلى مراكز التوزیع الرئیسیة ) بآلا الأطنان(لوحدة وقد كانت تكلفة نقل ا
:مبین في الجدول التالي

ia
مراكز التوزیع)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض( 4D3D2D1D

1 500a 
14 65C 13 35C 12 40C 11 30C 1S

2 600a 
24 62C 23 27C 

22 32C 21 15C 2S

3 400a 
34 60C 33 30C 

32 35C 31 13C 3S

4 800a 
44 20C 43 53C 

42 58C 41 50C 4S

4 4

i j
i 1 j 1

a b
 

 4 800b 3 700b 2 300b 1 900b jb

صیاغة النموذج في صورة برنامج خطي؟: المطلوب
:الحل

حیث ) مراكز التوزیع(هي الكمیة المنقولة من المعامل ijXنفرض أن  i 1,2,3,4 إلى مراكز التسلیم

 j 1,2,3,4ونلاحظ أن
m n

i j
i 1 j 1

a b
 
 أي

04

i 04 04
i 1

i j04
i 1 j 1

j
j 1

500 600 400 800 2300

900 300 700 800 2700

a
a b

b



 











    

 

    


 


إنتاجي وهمي حاجتهلذلك نضیف مركز ) حالة عجز في الإنتاج(مام نموذج غیر متوازن أنكون 

m 1 4 1

n m 4 4

j i j i
j 1 i 1 j 1 i 1

2700 2300 400a ab a b a 
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:وتكلفة نقل إلى جمیع مراكز التسلیم تساوي أصفارا ویصبح جدول النقل للمعاملات الفنیة الجدید كمایلي

ia
مراكز التوزیع)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض( 4D3D2D1D

1 500a 
14 65C 13 35C 12 40C 11 30C 1S

2 600a 
24 62C 23 27C 

22 32C 21 15C 2S

3 400a 
34 60C 33 30C 

32 35C 31 13C 3S

4 800a 
44 20C 43 53C 

42 58C 41 50C 4S

5 400a 
54 0C 53 0C 

52 0C 51 0C 5S
5 4

i j
i 1 j 1

2700a b
 

  4 800b 3 700b 2 300b 1 900b jb

النموذج یكتب كالتالين مجموع العرض یساوي مجموع الطلب فإن أبما 
شروط مراكز التوزیع-

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

51 52 53 54

500

600

400

800

400

X X X X
X X X X
X X X X
X X X X
X X X X











  

  

  

  

  







شروط مراكز الإستلام-
11 21 31 41 51

12 22 32 42 52

13 23 33 43 53

14 24 34 44 54

900

300

700

800

X X X X X
X X X X X
X X X X X
X X X X X

  


 


 
  

 

 

 

 






ij:قید عدم السلبیة- 0X  حیث i 1,2,3,4,5و j 1,2,3,4

إن دالة الهدف المطلوبة عند حل المشكلة هذه،تقوم على أساس جعل تكالیف نقل البضاعة :دالة الهدف-
:المنتجة من المخازن إلى الوكلاء أقل مایمكن أي أن

  11 12 13 14 21 22 23 24

31 32 33 34 41 42 43 44

05 04

ij ij
i 1 j 1

W 30X 40X 35X 65X 15X 32X 27X 62X

13X 35X 30X 60X 50X 58X 53X 20X

MIN C X

      +

 
      

      



51 52 53 540X 0X 0X 0X           +   

:ویمكن كتابة البرنامج النهائي بالشكل التالي
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  11 12 13 14 21 22 23 24

31 32 33 34 41 42 43 44

05 04

ij ij
i 1 j 1

W 30X 40X 35X 65X 15X 32X 27X 62X

13X 35X 30X 60X 50X 58X 53X 20X

MIN C X

      +

 
      

      



51 52 53 54

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

51 52 53 54

11 21 31 41 51

12 22 32 42 52

13 23 33 43 53

0X 0X 0X 0X

X X X X 500

X X X X 600

X X X X 400

X X X X 800

X X X X 400
S/ C

X X X X X 900

X X X X X 300

X X X X X 700

X

           +   

   
   
   
   
   

     
    
    

   ij

14 24 34 44 54

X 0 i 1,2,3,4,5 ; j 1,2,3,4

X X X X 800


















   

    

أطنان من المعمل 03و1Sأطنان من مادة ما من المعمل 06نرید نقل :)حالة فائض في الإنتاج(:03مثال
S2إلى ثلاث مدن 1 2 3D ,D ,D أطنان01،02،03حاجاتها على الترتیب.

حیث iنقل الطن الواحد من المعمل وقد كانت تكلفة i 1,2 إلى المدینةjحیث j 1,2,3        موضحة
:في الجدول التالي

ia
مراكز التوزیع)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض( 3D2D1D

1 06a 
13 04C 12 03C 11 02C 1S

2 03a 
23 05C 

22 03C 21 01C 2S
2 3

i j
i 1 j 1

a b
 

 3 03b 2 02b 1 01b jb

أوجد النموذج الریاضي بحیث تكون تكلفة النقل أقل مایمكن، علما بأن تكلفة نقل الطن الواحد من :المطلوب
حیث iالمعمل  i 1,2 إلى المدینةjحیث j 1,2,3

حیث iهي الكمیة المنقولة من  المعمل ijXنفرض أن :الحل i 1,2 إلى المدینةjحیث j 1,2,3

ونلاحظ أن
m n

i j
i 1 j 1

a b
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أي                                 

02

i 02 03
i 1

i j03
i 1 j 1

j
j 1

03 06 09

01 02 03 06

a
a b

b



 











  

 

   


 


وهمي حاجتهتوزیعلذلك نضیف مركز ) في الإنتاجفائضحالة (مام نموذج غیر متوازن أنكون 

n 1 3 1

m n 02 03

i j i j
i 1 j 1 i 1 j 1

09 06 03b ba b a b 
   

        
:وتكلفة نقل إلى جمیع مراكز التسلیم تساوي أصفارا ویصبح جدول النقل للمعاملات الفنیة الجدید كمایلي

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
4D3D2D1D

1 06a 
14 0C 13 04C 12 03C 11 02C 1S

2 03a 
24 0C 23 05C 

22 03C 21 01C 2S
2 4

i j
i 1 j 1

09a b
 

  
4 03b 3 03b 2 02b 1 01b jb

النموذج یكتب كالتالين مجموع العرض یساوي مجموع الطلب فإن أبما 

11شروط مراكز التوزیع- 12 13 14

21 22 23 24

06

03

X X X X
X X X X




  

  




شروط مراكز الإستلام-
11 21

12 22

13 23

14 24

01

02

03

03

X X
X X
X X
X X






















ij:قید عدم السلبیة- 0X  حیث i 1,2و j 1,2,3,4

المطلوبة عند حل المشكلة هذه،تقوم على أساس جعل تكالیف نقل البضاعة إن دالة الهدف :دالة الهدف-
:المنتجة من المخازن إلى الوكلاء أقل مایمكن أي أن

  11 12 13 14 21 22 23 24

02 04

ij ij
i 1 j 1

W 02X 03X 04X 0X 01X 03X 05X 0XMIN C X
 

      
:ویمكن كتابة البرنامج النهائي بالشكل التالي
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11 12 13 14 21 22 23 24

ij

02 04

ij ij
i 1 j 1

11 12 13 14

21 22 23 24

11 21

12 22

13 23

14 24

W 02X 03X 04X 0X 01X 03X 05X 0X

X 0 i 1,2 ; j 1,2,3,4

MIN C X

S/ C

X X X X 06

X X X X 03

X X 01
X X 02
X X 03

X X 03

 
      

















  





   
   
 
 
 
 



النقل إلى الحالتین التالیتینیمكن تقسیم مشالكل :أنواع مسائل النقل-06
من حیث التوازن06-01

)مجموع العرض یساوي مجموع الطلب(مشاكل النقل المغلقة - 
)مجموع العرض لایساوي مجموع الطلب(مشاكل النقل المفتوحة - 

:وهنا توجد حالتین
)الطلب یزید عن العرض( وجود حالة عجز- 
)العرض یزید عن الطلب(وجود حالة فائض - 

من حیث العلاقة بین مراكز العرض ومراكز الطلب06-02
)ذو مرحلة واحدة(مشاكل النقل المباشر - 
)متعدد المراحل(مشاكل النقل غیر المباشر- 
إن أسلوب النقل هو أسوب حل في شكل خطوات محددة تعتمد على :خطوات الحل بإستخدام أسلوب النقل-70

الحل الأمثل، وهو في ذلك یتشابه كثیرا مع أسلوب السمبلكس البحث عن الحلول وتقییمها بقصد الوصول إلى
في مشاكل البرمجة الخطیة بصفة عامة، وتتكون هذه العملیة من خمسة خطوات أساسیة  یمكن توضیحها في 

:النقاط التالیة
ب ضع مشكلة النقل في شكل جدول النقل التقلیدي والذي یحتوي على بیانات العرض والطل:الخطوة الأولى-

.وتكلفة نقل الوحدة الواحدة
،وذلك لضمان تعادل إجمالي العرض مع إجمالي الطلب )إذا لزم الأمر(قم بعمل التوازن :الخطوة الثانیة-

ویكون ذلك عن طریق إضافة إما صفا وهمیا في حالة العجز أو عمودا وهمیا في حالة الفائض، أما إذا كانت 
.الخطوةالمشكلة متوازنة فلا داعي للقیام بهذه

أوجد الحل المبدئي الممكن وهو عبارة عن الحل الذي یأخذ في الحسبان كل من قیود العرض :الخطوة الثالثة-
01-عدد الأعمدة+وقیود الطلب ویفي بشرط عدد المتغیرات الأساسیة التي تساوي عدد الصفوف m n 1 
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من المتغیرات غیر الأساسیة والتي عددها m n 1m n    ویمكن الوصول إلى الحل الإبتدائي عن
:طریق أي من الطرق التالیة

طریقة الركن الشمالي الشرقي والتي یطلق علیها طریقة الركن الشمالي الغربي في الإنجلیزیة-
)North West Corner Rule(
)RMI)(Row Minimum(طریقة الصف الأدنى-
)MRMI)(Modified Row Minimum(الأدنى المعدلطریقة الصف -
)CMI)(Column Minimum(طریقة العمود الأدنى-
)MCMI) (Modified Column Minimum(طریقة العمود الأدنى المعدل-
)MMI)(Matrix Minimum(طریقة أدنى تكلفة في المصفوفة- 
)VAM()Vogal"s Approximation Méthod(طریقة فوجل التقریبیة-
)RAM)(Russels Approximation Méthod(طریقة روسیل التقریبة -
إختیار أمثلیة الحل وفیها یتم إختبار ما إذا كان الحل هو حلا إمثل أم لا، ویمكن أن یتم ذلك :الخطوة الرابعة-

:بإستخدام أي من الطرق التالیة
)Stepping Stone Method(طریقة المسار المتعرج -
)Modified Distribution Method(دل طریقة التوزیع المع-
)Distributive Method or Luria Method(الطریقة التوزیعیة أو طریقة لوریا -
)Ford-Foulkerson(فلكورسن -طریقة فورد-
الأولي ویكون ذلك في حالة التأكد من أن الحل الحالي لیس هو الحل الأمثل لتحسین الح:الخطوة الخامسة-

الموجودة في في الحل ) مشغولةالخلایا ال(في الخطوة السابقة، ویتم في هذه الخطوة تغییر المتغیرات الأساسیة 
یمكن ان ویتضمن ذلك أیضا تحدید أقصى قیمة ) الخلایا الفارغة(عن طریق إدخال متغیرات غیر أساسیة 

.یأخذها المتغیر الأساسي الجدید
.كرر الخطوتین الرابعة والخامسة حتى تصل إلى الحل الأمثل:الخطوة السادسة-

یمكن إیجاد الحل الأولي لمسائل النقل في :التقلیللمسائل النقل في حالة ) القاعدي(إیجاد الحل الأولي-08
:حالة التقلیل بعدة طرق نذكر منها

الشمالي الشرقي والتي یطلق علیها طریقة الركن الشمالي الغربي في الإنجلیزیةطریقة الركن-
)North West Corner Method()NWC(
)RM()Row Minimum(طریقة الصف الأدنى-
)MRM()Modified Row Minimum(طریقة الصف الأدنى المعدل-
)CM()Column Minimum(العمود الأدنىطریقة -
)MCM ()Modified Column Minimum(الأدنى المعدلطریقة العمود -
)MM()Matrix Minimum(طریقة أدنى تكلفة في المصفوفة- 
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)VAM()Vogal"s Approximation Méthod(طریقة فوجل التقریبیة-
)RAM)(Russels Approximation Méthod(طریقة روسیل التقریبة -

:بالتفصیل كمایليوسوف نتطرق إلى كل حالة من هاته الحالات 
وهي من أكثر الطرق :)North West Corner Method)(NWC(يالركن الشمالي الغربطریقة 08-01

كنیك ریاضي عالي في الحل، وفكرة هذه الطریقة تقوم على أساس البدء الریاضیة شیوعا التي لا تحتاج إلى ت
الذي یقع في الجزء الشمالي ) بخلیة النقلوالذي یسمى أیضا ( بحل المشكلة من الربع الأول في جدول النقل 

الغربي من الجدول، ویتم إعتماد القیم i ja ,b كمؤشر في عملیة التوزیع للبضائع والمنتجات بین مراكز التوزیع
.والإستلام

:ویمكن تلخیص خطولت إستخدام هذه الطریقة كمایلي
مصفوفة النقل وهي الخلیةنبدأ بالخلیة التي تقع في شمال غرب:أولا 1,1 ولتحدید الكمیة التي توضع في هذه

الخلیة تتم المقارنة بین الكمیة المعروضة من المصدر الأول أي الكمیة 1a والكمیة المطلویة في جهة
الإستخدام الأول أي الكمیة 1b.

 11فإذا كانتb a والذي یعني أن الكمیة المطلوبة في جهة الإستخدام الأول تقل عن الكمیة المتاحة
للمصدر الأول فیتم شغل الخلیة 1,1بمقدار 1bویرمز لهذه الكمیة بالرمز 11Xذلك إستیفاء قید ویعني

وبالتالي یجب حذفه من مصفوفة النقل،أما الكمیة المعروضة من المصدر الأول في الصف الأول العمود الأول
من المصفوفة فیتم تخفیضها بالكمیة 11Xثم نتحرك أفقیا إلى الخلیة ، 1,2في الخطوة الموالیة.

11وإذا كانتb a والذي یعني أن الكمیة العروضة في المصدر الأول تقل عن الكمیة المطلوبة في جهة
الإستخدام الأولي فیتم شغل الخلیة 1,1بمقدار 1aوالتي یرمز لها بالرمز 11Xء قید ویعني ذلك إستیفا

الصف الأول وبالتالي یجب حذفه من مصفوفة النقل،أما الكمیة المطلوبة في جهة الإستخدام الأول الواقعة في 
العمود الأول من المصفوفة فیتم تخفیضها بالكمیة 11Xثم نتحرك رأسیا إلى الخلیة ، 2,1في الخطوة الموالیة.

11كانتأما إذاb a والذي یعني أن الكمیة المعروضة من المصدر الأول تساوي الكمیة المطلوبة في جهة
الإستخدام الأول فیتم شغل الخلیة  1,1 بأي من المقدارین المتساویین والذي یرمز له بالرمز 11X ویعني ذلك

إستیفاء قید الصف الأول وقید العمود الأول من مصفوفة النقل، ومن ثم یتم حذف كلا من الصف الأول والعمود 
الأول ثم نتحرك قطریا إلى الخلیة 2,2الخطو الموالیة ومن ثم فإننا نلاحظ دائما أن في

 11 1 1a ,bX min
الإستمرار في هذه الخطوات بلإنتقال التدریجي من خلال الخلایا الواقعة في الشمال الغربي نحو الخلایا یتم :ثانیا

كل ) او نقل(الواقعة في الجنوب الشرقي من مصفوفة المعاملات الفنیة لنموذج النقل حتى یتم الإنتهاء من توزیع 
، حتى تتحقق في جهات الإستخدام المختلفةالكمیات المعروضة من المصادر المختلفة وفقا لإحتیاجات الطلب

العلاقة التالیة m n 1 
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:نحسب التكلفة الإجمالیة لمسالة النقل حسب العلاقة التالیة:ثالثا
  mn mn11 11 12 12Z C X C X .......... C Xmin    

لتكن لدیك مسألة النقل والموضحة من خلال الجدول التالي:40مثال

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
3D

2D1D

1 76a 
13 08C 12 08C 11 04C 1S

2 82a 
23 16C 22 24C 21 16C 2S

3 77a 
33 24C 32 16C 31 08C 3S

3 3

i j
i 1 j 1

a b
 

 3 41b 2 102b 1 72b jb

حساب تكلفة النقل الكلیة؟حل مشكلة النقل بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي مع :المطلوب
حیث ) مراكز التوزیع(هي الكمیة المنقولة من المعامل ijXنفرض أن :الحل i 1,2,3 إلى مراكز التسلیم

 j 1,2,3ونلاحظ أن
m n

i j
i 1 j 1

a b
 
 أي

03

i 03 03
i 1

i j03
i 1 j 1

j
j 1

76 82 77 235

72 102 41 215

a
a b

b



 











   

 

   


 


لذلك نضیف مركز تسلیم وهمي حاجته) حالة فائض في الإنتاج(نكون أمام نموذج غیر متوازن 

n 1 3 1

m n 03 03

i j i j
i 1 j 1 i 1 j 1

235 215 20b ba b a b 
   

        
:وتكلفة نقل إلى جمیع مراكز التسلیم تساوي أصفارا ویصبح جدول النقل للمعاملات الفنیة الجدید كمایلي

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
4D3D

2D1D

1 76a 
14 0C 13 08C 12 08C 11 04C 1S

2 82a 
24 0C 23 16C 22 24C 21 16C 2S

3 77a 
34 0C 33 24C 32 16C 31 08C 3S

3 4

i j
i 1 j 1

235a b
 

  4 20b 3 41b 2 102b 1 72b jb

نقوم بعملیة التوزیع بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي
بتطبیق العلاقة الأساسیة ij i ja ,bX min وبالتالي نبدأ بالخلیة 11X



عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

134

   11 1 1 11a ,b 72,76 72X min X min  
ویتم حذف العمود من مصفوفة النقل1Dفیتشبع مركز الإستلاموحدة 72یتم توزیع 

i:بحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالتالينقومذلكبعد  i ij 1

1j j ij

a a X a 72 72 0

b b X b 76 72 04

  
 
 


    
    

:                      حیث12Xننتقل إلى الخلیة    12 1 2 12a ,b 04,102 04X min X min  
فیتم حذف العمود من مصفوفة 1Sیتم تشبع مركز التوزیع 12Xوحدات على الخلیة 04بعد توزیع الكمیة 

النقل

i:بحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالتالينقومذلكبعد  i ij 1

2j j ij

a a X a 04 04 0

b b X b 102 04 98

  
 
 


    
    

:حیث22Xننتقل إلى الخلیة    22 2 2 22a ,b 82,98 82X min X min  
فیتم حذف العمود من مصفوفة النقل2Sالتوزیعیتم تشبع مركز 22Xوحدة على الخلیة 82بعد توزیع الكمیة 

i:بحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالتالينقومذلكبعد  i ij 2

3j j ij

a a X a 82 82 0

b b X b 98 82 16

  
 
 


    
    

:حیث32Xننتقل إلى الخلیة    32 3 2 32a ,b 77,16 16X min X min  

فیتم حذف العمود من مصفوفة 2Dمركز الإستیلام یتم التشبع32Xوحدة على الخلیة16بعد توزیع الكمیة 
النقل

i:بحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالتالينقومذلكبعد  i ij 3

j j ij 2

a a X a 77 16 61

b b X b 16 16 0

  
 
 


    
    

:حیث33Xننتقل إلى الخلیة    33 3 3 33a ,b 61,41 20X min X min  

فیتم حذف العمود من مصفوفة 3Dیتم تشبع مركز الإستیلام 33Xوحدة على الخلیة 41بعد توزیع الكمیة
النقل

i:بحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالتالينقومذلكبعد  i ij 3

3j j ij

a a X a 61 41 20

b b X b 41 41 0

  
 
 


    
    

:حیث34Xننتقل إلى الخلیة    34 3 4 34a ,b 20,20 20X min X min  

فیتم حذف 4Sو مركز التوزیع4Dیتم تشبع مركز الإستیلام 34Xوحدة على الخلیة 20بعد توزیع الكمیة
العمود والصف من مصفوفة النقل

i:بحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالتالينقومذلكبعد  i ij 3

j j ij 4

a a X a 20 20 0

b b X b 20 20 0
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ویمكن عرض النتائج المتحصل علیها من خلال الجدول التالي

ia
مراكز التوزیع)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض( 4D3D
2D1D

1 76a 
04 0

14

14

0

0

C
X



13

13

08

0

C
X



12

12

08

04

C
X



11

11

04

72

C
X


1S

2 82a  024

24

0

0

C
X



23

23

16

0

C
X



22

22

24

82

C
X



21

21

16

0

C
X


2S

3 77a 
61 20 0

34

34

0

20

C
X



33

33

24

41

C
X



32

32

16

16

C
X



31

31

08

0

C
X


3S

3 4

i j
i 1 j 1

235a b
 

  4 20b  03 41b  02 102b  98

 = 16 01 72b  0jb

وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 04 01 06m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
11المتغیرات الأساسیة هي              12 22 32 33 3472, 04, 98, 16, 41, 20X X X X X X     

13المتغیرات غیر الأساسیة هي   14 21 23 24 31 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 12 12 22 22 32 32 33 33 34 34Z C X C X C X C X C X C X

Z 72 04 04 08 82 24 16 16 41 24 20 0 3528um

min

min

    

            

لتكن لدیك مسألة النقل والموضحة من خلال الجدول التالي:50مثال

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
4D3D2D1D

1 100a 
14 03C 13 02C 12 01C 11 04C 1S

2 50a 
24 05C 23 03C 

22 01C 21 06C 2S

3 30a 
34 07C 33 08C 

32 05C 31 07C 3S
3 4

i j
i 1 j 1

a b
 

 4 50b 3 50b 2 80b 1 20b jb

حل مشكلة النقل بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي مع حساب تكلفة النقل الكلیة؟:المطلوب
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حیث ) مراكز التوزیع(هي الكمیة المنقولة من المعامل ijXنفرض أن :الحل i 1,2,3 إلى مراكز التسلیم

 j 1,2,3,4ونلاحظ أن
m n

i j
i 1 j 1

a b
 
 أي

03

i 03 04
i 1

i j04
i 1 j 1

j
j 1

100 50 30 180

20 80 50 50 200

a
a b

b



 











   

 

    


 


لذلك نضیف مركز توزیع وهمي حاجته) حالة عجز في الإنتاج(نكون أمام نموذج غیر متوازن 

m 1 3 1

n m 04 03

j i j i
j 1 i 1 j 1 i 1

200 180 20a ab a b a 
   

        
:تساوي أصفارا ویصبح جدول النقل للمعاملات الفنیة الجدید كمایليالتوزیعوتكلفة نقل إلى جمیع مراكز 

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
4D3D2D1D

1 100a 
14 03C 13 02C 12 01C 11 04C 1S

2 50a 
24 05C 23 03C 

22 01C 21 06C 2S

3 30a 
34 07C 33 08C 

32 05C 31 07C 3S

4 20a 
44 0C 43 0C 

42 0C 41 0C 4S
4 4

i j
i 1 j 1

200a b
 

  4 50b 3 50b 2 80b 1 20b jb

نقوم بعملیة التوزیع بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي
بتطبیق العلاقة الأساسیة  ij i ja ,bX min وبالتالي نبدأ بالخلیة 11X

   11 1 1 11a ,b 20,100 20X min X min  
ویتم حذف العمود من مصفوفة النقل1Dوحدة فیتشبع مركز الإستلام20یتم توزیع 

i:بحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالتالينقومذلكبعد  i ij 1

1j j ij

a a X a 20 20 0

b b X b 100 80 80

  
 
 


    
    

:حیث12Xننتقل إلى الخلیة    12 1 2 12a ,b 80,80 80X min X min  
فیتم حذف 1Sومركز التوزیع 2Dیتم تشبع مركز الإستلام 12Xوحدة على الخلیة 80بعد توزیع الكمیة 

العمود والصف من مصفوفة النقل

i:بحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالتالينقومذلكبعد  i ij 1

2j j ij

a a X a 80 80 0

b b X b 80 80 0
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:حیث23Xننتقل إلى الخلیة    23 2 3 23a ,b 50,50 50X min X min  

فیتم حذف العمود والصف من 3Dیتم تشبع مركز الإستلام 23Xوحدة على الخلیة 50بعد توزیع الكمیة 
مصفوفة النقل

i:بحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالتالينقومذلكبعد  i ij 2

3j j ij

a a X a 50 50 0

b b X b 50 50 0

  
 
 


    
    

:حیث34Xننتقل إلى الخلیة    34 3 4 34a ,b 30,50 30X min X min  

وحدة إضافیة، ویتم 20وتبقى 3Dلا یتشبع مركز الإستیلام 34Xوحدة على الخلیة 30بعد توزیع الكمیة 
حذف العمود من مصفوفة النقل

i:بحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالتالينقومذلكبعد  i ij 3

j j ij 4

a a X a 30 30 0

b b X b 50 30 20

  
 
 


    
    

حیث 44Xننتقل إلى الخلیة    34 3 4 34a ,b 30,50 30X min X min  

فیتم حذف العمود والصف من 4Dیتم تشبع مركز الإستیلام 44Xوحدة على الخلیة 20بعد توزیع الكمیة 
مصفوفة النقل

i:تاليبحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالنقومذلكبعد  i ij 3

j j ij 4

a a X a 20 20 0

b b X b 20 20 0

  
 
 


    
    

ویمكن عرض النتائج المتحصل علیها من خلال الجدول التالي

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
4D3D2D1D

1 100a 
80 0

14

14

03

0

C
X



13

13

02

0

C
X




12

12

01

80

C
X


11

11

04

20

C
X


1S

2 50a  024

24

05

0

C
X



23

23

03

50

C
X



22

22

01

0

C
X



21

21

06

0

C
X


2S

3 30a  0
34

34

07

30

C
X



33

33

08

0

C
X



32

32

05C
X


 
31

31

07

0

C
X


3S

4 20a  044

44

0

20

C
X



43

43

0C
X


 
42

42

0

0

C
X



41

41

0

0

C
X


4S

4 4

i j
i 1 j 1

200a b
 

  4 50b 

20



0
3 50b 

0
2 80b 

0
1 20b 

0
jb

وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
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01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة
 K K 04 04 01 07m n 1      

07ولكي یصبح هذا الحل مقبولا أي 05لأن عدد الخانات الشاغرة هو مقبولالأولي غیروبالتالي فالحل 
)ابسلن(خانات نقوم بإضافة قیمة صغیرة تسمى   وهذه القیمة تضاف إلى خلیة شاغرة بحیث یجب أن لا
) ثلیة الحلسوف یتم توضیح هذه الفكرة في تحسین أم(تشكل مسارا مغلقا مع بقیة الخلایا الشاغرة 

11المتغیرات الأساسیة هي      12 23 32 34 43 4420, 80, 50, 30, 20, ,X X X X X X X       
13المتغیرات غیر الأساسیة هي         14 21 22 24 31 33 41 42 0X X X X X X X X X       

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 12 12 23 23 32 32 34 34 43 43 44 44Z C X C X C X C X C X C X C X

Z 20 04 80 01 50 03 05 30 07 0 20 0 520um

min

min

     

            

التالیةتمتلك الشركة العربیة لصناعة الملابس ثلاثة مخازن في المواقع :60مثال 1 2 3S ,S ,Sیتم ، على التوالي
وكانت طاقات المخازن التجهیزیة على التوالي أربع مراكز تسویقیةالحصول على مخرجات الشركة من 

.وحدة) 400،350،400،250(وحدة، فیما كانت طلبات المناطق الإستهلاكیة )600،500،300(
:ممثلة في الجدول التاليأما تكالیف النقل للوحدة الواحدة فهي 

ia
مراكز التوزیع)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض( 4D3D
2D1D

1 600a 
14 08C 13 10C 12 05C 11 07C 1S

2 500a 
24 04C 23 12C 22 06C 21 03C 2S

3 300a 
34 15C 33 09C 32 07C 31 04C 3S

3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  4 250b 3 400b 2 350b 1 400b jb

حل مشكلة النقل بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي مع حساب تكلفة النقل الكلیة؟:المطلوب

نلاحظ أن مسالة النقل متوازنة أي مجموع العرض یساوي مجموع الطلب :الحل
3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  
بتطبیق العلاقة الأساسیة  ij i ja ,bX min وبالتالي نبدأ بالخلیة 11X

   11 1 1 11 400a ,b 600,400X min X min  
ویتم حذف العمود من مصفوفة النقل1Dالإستلاموحدة فیتشبع مركز 400یتم توزیع 

:بحساب القیم الجدیدة بعد الخصم كالتالينقومذلكبعد 
i i ij 1

1j j ij

a a X a 600 400 200

b b X b 400 400 0
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حیث12Xننتقل إلى الخلیة    12 1 2 12a ,b 200,350 200X min X min  
اما العمود فینقص لصفافیتم حذف 1Sالتوزیعیتم تشبع مركز 12Xوحدة على الخلیة 350بعد توزیع الكمیة 

iوحدة كالتالي200الطلب الإجمالي ب i ij 1

2j j ij

a a X a 200 200 0

b b X b 350 200 150

  
 
 


    
    

:حیث23Xننتقل إلى الخلیة    23 2 3 23a ,b 500,150 150X min X min  

أما الصف فیتم حذف العمود 2Dیتم تشبع مركز الإستلام 23Xوحدة على الخلیة 150بعد توزیع الكمیة 

iكالتاليوحدة 150فینقص العرض الإجمالي ب i ij 2

3j j ij

a a X a 500 150 350

b b X b 150 150 0

  
 
 


    
    

:حیث23Xننتقل إلى الخلیة    23 2 3 23a ,b 350,400 350X min X min  

مصفوفة الصف الثاني منویتم حذف 2Sالتوزیعیتشبع مركز 23Xوحدة على الخلیة 350بعد توزیع الكمیة 

iوحدة كالتالي    350،أما الطلب الإجمالي فینقص بالنقل i ij 2

3j j ij

a a X a 350 350 0

b b X b 400 350 50

  
 
 


    
    

حیث 33Xننتقل إلى الخلیة    33 3 3 33a ,b 300,50 50X min X min  

الثالث من فیتم حذف العمود3Dیتم تشبع مركز الإستیلام 33Xوحدة على الخلیة 50بعد توزیع الكمیة 
:وحدة كالتالي50مصفوفة النقل أما العرض  الإجمالي فینقص ب

i i ij 3

3j j ij

a a X a 300 50 250

b b X b 50 50 0

  
 
 


    
    

وحدة فیتشبع مركز التوزیع 250فیتم شغلها بالكمیة 34Xفي الأخیر لم یتبقى في مصفوفة النقل سوى الخلیة 
.فیتم حذف الصف الرابع والعمود الرابع من مصفوفة النقل4Dوكذلك مركز الإستلام الرابع3Sالثالث 

الجدول التاليویمكن عرض النتائج المتحصل علیها من خلال 

ia
مراكز التوزیع)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض( 4D3D
2D1D

1 600a 
200 0

14

14

08

0

C
X



13

13

10

0

C
X



12

12

05

200

C
X



11

11

07

400

C
X


1S

2 500a 

350 0

24

24

04

0

C
X



23

23

12

350

C
X



22

22

06

150

C
X



21

21

03

0

C
X


2S

3 300a 
250 0

34

34

15

250

C
X



33

33

09

50

C
X



32

32

07

0

C
X



31

31

04

0

C
X


3S

3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  4 250b  03 400b 

50 0
2 350b 

150 01 400b  0jb
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 04 01 06m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
11المتغیرات الأساسیة هي 12 22 23 33 34400, 200, 150, 350, 50, 250X X X X X X     

13المتغیرات غیر الأساسیة هي  14 21 24 31 32 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 12 12 22 22 23 23 33 33 34 34Z C X C X C X C X C X C X

Z 400 07 200 05 150 06 350 12 50 09 250 15 1185um

min

min

     

            

التي لها أدنى تكلفة نقل الخلیةتبدأ هذه الطریقة بإختیار::)Row Minimum(طریقة الصف الأدنى08-02
في الصف الأول ویتم شغل هذه الخلیة بنفس الأسلوب السابق، ویستمر ذلك إلى أن یتم حذف الصف الأول من 

ستمر ذلك إلى مصفوفة النقل، ثم ننتقل إلى الصف الثاني ونختار الخلیة التي لها أدنى تكلفة نقل ویتم شغلها، وی
.حتى یتم الإنتهاء من جمیع صفوف مصفوفة النقلأن یتم حذف الصف الثاني من مصفوفة النقل، وهكذا

06نفس معطیات المثال رقم :07مثال
مع حساب تكلفة النقل الكلیة؟)Row Minimum(طریقة الصف الأدنىحل مشكلة النقل بإستخدام :المطلوب

مسألة النقل متوازنة :الحل
3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  
ویتم شغلها بالكمیة 12Xالخلیة التي بها أدنى تكلفة وهي الخلیةونختارالأولبالصفنبدأ عملیة التوزیع 

12Xحیث   12 1 2 12a ,b 600,350 350X min X min  
وحدة 350یتم حذف العمود الثاني الذي تم إستیفاؤه بالكامل ویخفض إجمالي العرض بالصف الأول بمقدار 

i:كالتالي i ij 1

2j j ij

a a X a 600 350 250

b b X b 350 350 0

  
 
 


    
    

حیث11Xویتم شغلها بالكمیة 11Xوهي الخلیة صفالبعد ذلك ننتقل إلى الخلیة التي لها أدنى تكلفة في 
   11 1 1 11a ,b 250,400 250X min X min  

وحدة 250ویتم حذف الصف الأول نظرا لإستیفائه بالكامل وتخفض الكمیة المطلوبة في العمود الأول بمقدار 

iكالتالي i ij 1

1j j ij

a a X a 250 250 0

b b X b 400 250 150

  
 
 


    
    

21Xیتم الإنتقال إلى الصف الثاني ونختار الخلیة التي لها ادنى تكلفة وهي الخلیة والأولالصفبعد حذف 
:حیث21Xویتم شغلها بالكمیة    21 2 1 21a ,b 500,150 150X min X min  

وحدة كالتالي150ویتم حذف العمود الأول الذي تم إستیفاؤه بالكامل ویخفض إجمالي العرض بالصف الثاني ب
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i i ij 2

1j j ij

a a X a 500 150 350

b b X b 150 150 0

  
 
 


    
    

ویتم شغلها بالكمیة 24Xالثاني وهي الخلیة الصفیتم الإنتقال بعد ذلك إلى الخلیة التي لها أدنى تكلفة في 
24Xحیث   24 2 4 24a ,b 350,250 250X min X min  

وحدة كالتالي250ستیفائه بالكامل ویخفض إجمالي العرض من الصف الثاني بیتم حذف العمود الرابع نظرا لإ
i i ij 2

4j j ij

a a X a 350 250 100

b b X b 250 250 0

  
 
 


    
    

ویتم شغلها بالكمیة 23Xالثاني وهي الخلیة الصفیتم الإنتقال بعد ذلك إلى الخلیة التي لها أدنى تكلفة في 
23Xحیث   23 2 3 23a ,b 100,400 100X min X min  

وحدة كالتالي100بالعمود الثالثمن الطلبالثاني نظرا لإستیفائه بالكامل ویخفض إجمالي الصفیتم حذف 
i i ij 2

3j j ij

a a X a 100 100 0

b b X b 400 100 300

  
 
 


    
    

وحدة وبالتالي یتم إستیفاء الصف 300فیتم شغلها بالكمیة المتبقیة وهي 33Xلم یتبقى في الجدول غیر الخلیة 

iالثالث والعمود الثالث كالتالي i ij 3

3j j ij

a a X a 300 300 0

b b X b 300 300 0

  
 
 


    
    

:ویمكن تلخیص نتائج ماتم شرحه سابقا من خلال الجدول التالي

ia
مراكز التوزیع)الطلب(مراكز الإستلام 
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 04 01 06m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
11المتغیرات الأساسیة هي        12 21 23 24 33250, 350, 150, 100, 250, 100X X X X X X     
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13المتغیرات غیر الأساسیة هي                              14 22 31 32 34 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 12 12 21 21 23 23 24 24 33 33Z C X C X C X C X C X C X

Z 250 07 350 05 150 03 100 12 250 04 300 09 8850um

min

min

    

            

الطریقة على إختیار أقل تقوم هذه :)Modified Row Minimum(طریقة الصف الأدنى المعدل08-03
عمود الطلب على أدنى تكلفة في السطر تكلفة نقل في كل صف وذلك تبعا إلى عمود الطلب حیث یتم توزیع

فإذا تم إستیفاء السطر ننتقل إلى السطر الثاني، وإذا لم یتم إستیفاء السطر وتم إستیفاء العمود ننتقل إلى  عمود 
.والأعمدةآخر وهكذا حتى یتم شطب جمیع الصفوف

60نفس معطیات المثال رقم:80مثال
مع حساب )Modified Row Minimum(بإستخدام طریقة الصف الأدنى المعدلحل مشكلة النقل :المطلوب

تكلفة النقل الكلیة؟
مسألة النقل متوازنة :الحل

3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  
ویتم شغلها بالكمیة  12Xبها أدنى تكلفة وهي الخلیةنبدأ عملیة التوزیع بالصف الأول ونختار الخلیة التي 

12Xحیث   12 1 2 12a ,b 350,600 350X min X min  
وحدة 350ل بمقدار الثاني الذي تم إستیفاؤه بالكامل ویخفض إجمالي العرض بالصف الأو العمودیتم حذف 

i:كالتالي i ij 1

2j j ij

a a X a 600 350 250

b b X b 350 350 0

  
 
 


    
    

حیث14Xفي الصف الأول دائما ویتم شغلها بالكمیة 14Xننتقل بعذ ذلك إلى الخلیة 
   14 1 4 14a ,b 250,250 0X min X min  

ویتم حذف الصف الأول نظرا لإستیفائه بالكامل وكذلك العمود الرابع لإستیفاؤه بالكامل هو الأخر وتخفض 
وحدة كالتالي250بمقدار والعمود الرابعفي الصف الأولوالمطلوبةالكمیة المعروضة

i i ij 1

4j j ij

a a X a 250 250 0

b b X b 250 250 0

  
 
 


    
    

21Xویتم شغلها بالكمیة 21Xوهي الخلیة الثانيبعد ذلك ننتقل إلى الخلیة التي لها أدنى تكلفة في الصف
حیث   21 2 1 21a ,b 400,500 400X min X min  

وحدة 400الأول بمقدار الصففي المعروضة الأول نظرا لإستیفائه بالكامل وتخفض الكمیة العمودویتم حذف 

iكالتالي i ij 2

1j j ij

a a X a 500 400 100

b b X b 400 400 0

  
 
 


    
    

23Xونختار الخلیة التي لها ادنى تكلفة وهي الخلیة نبقى دائما في الصف الثاني لأنه لم یتم إستیفاؤه بالكامل 
:حیث23Xویتم شغلها بالكمیة    23 2 3 23a ,b 100,400 100X min X min  
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وحدة 100بفي العمود الثالثالطلبالذي تم إستیفاؤه بالكامل ویخفض إجمالي الصف الثانيویتم حذف 

iكالتالي i ij 2

1j j ij

a a X a 100 100 0

b b X b 400 100 300

  
 
 


    
    

33Xوهي الخلیة الوحیدة المتبقاةالتي لها أدنى تكلفةالخلیةالصف الثالث ونختاریتم الإنتقال بعد ذلك إلى
حیث33Xویتم شغلها بالكمیة    33 3 3 33a ,b 300,300 300X min X min  

وحدة 300حذف الصف الثالث والعمود الثالث لإستیفائهما بالكامل ویخفض إجمالي الطلب والعرض بویتم 

iكالتالي i ij 3

3j j ij

a a X a 300 300 0

b b X b 300 300 0

  
 
 


    
    

:ویمكن تلخیص نتائج ماتم شرحه سابقا من خلال الجدول التالي

ia
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 04 01 05m n 1      

إما في الصف الثاني) ɛ(ولكي یصبح مقبول نضیف قیمة صغیرة جدامقبولغیر الأوليوبالتالي فالحل 
31Xأو في الخلیة 24Xأو الصف الثالث ذي أقل تكلفة أي إما في الخلیة 

فیصبح الحل مقبول أي
 K K 03 04 01 06m n 1      

12المتغیرات الأساسیة هي        14 21 23 24 33350, 250, 400, 100, , 100X X X X X X     

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                              13 22 31 32 34 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

12 12 14 14 21 21 23 23 24 24 33 33Z C X C X C X C X C X C X

Z 350 05 250 08 400 03 100 12 04 300 09 8850um

min

min
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الطریقة عن الطریقة السابقة حیث تبدأ تختلف هذه :)Column Minimum(طریقة العمود الأدنى 08-40
بإختیار الخلیة التي بها أدنى تكلفة في العمود الأول ویتم شغل هذه الخلیة بنفس الأسلوب السابق وبعد الإنتهاء 

.من العمود الأول وحذفه ننتقل إلى العمود الثاني فالثالث وهكذا حتى یتم الإنتهاء من المصفوفة كلها
06رقملسابقنفس المثال ا:90مثال

مع حساب تكلفة النقل )Column Minimum(طریقة العمود الأدنى حل مشكلة النقل بإستخدام :المطلوب
الكلیة؟
:الحل

3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  
حیث21Xویتم شغلها بالكمیة 21Xنبدأ بالعمود الأول ونختار الخلیة التي بها أدنى تكلفة نقل وهي الخلیة 

   21 2 1 21a ,b 500,400 400X min X min  
وحدة كالتالي400یتم حذف العمود الأول نظرا لإستیفائه بالكامل ویخفض إجمالي العرض من الصف الثاني ب

i i ij 2

1j j ij

a a X a 500 400 100

b b X b 400 400 0

  
 
 


    
    

ویتم شغلها 12Xیتم الإنتقال بعد ذلك إلى العمود الثاني ونختار الخلیة التي بها أدنى تكلفة نقل وهي الخلیة 
حیث12Xبالكمیة    12 1 2 12a ,b 600,350 350X min X min  

:وحدة كالتالي350بیتم حذف العمود الثاني نظرا لإستیفائه بالكامل ویخفض إجمالي العرض بالصف الأول 
i i ij 1

2j j ij

a a X a 600 350 250

b b X b 350 350 0

  
 
 


    
    

ویتم شغلها بالكمیة 33Xننتقل بعد ذلك إلى العمود الثالث ونختار  الخلیة التي بها أدنى تكلفة نقل وهي الخلیة
33Xحیث   33 3 3 33a ,b 300,400 300X min X min  

وحدة كالتالي300في العمود الثالث بالطلبخفض إجمالي یالثالث نظرا لإستیفائه بالكامل و الصفیتم حذف 
i i ij 3

3j j ij

a a X a 300 300 0

b b X b 400 300 100

  
 
 


    
    

13Xویتم شغلها بالكمیة 13Xنبقى في نفس العمود ونبحث عن الخلیة التي بها أدنى تكلفة نقل وهي الخلیة 
حیث   13 1 3 13a ,b 250,100 100X min X min  

وحدة كالتالي100بالصف الأولفي العرضخفض إجمالي ینظرا لإستیفائه بالكامل و الثالثالعمود یتم حذف 
i i ij 1

3j j ij

a a X a 250 100 150

b b X b 100 100 0

  
 
 


    
    

ویتم شغلها 24Xننتقل بعد ذلك إلى آخر عمود وهو العمود الرابع ونبحث عن أدنى تكلفة نقل وهي  الخلیة
حیث24Xبالكمیة    24 2 4 24a ,b 100,250 100X min X min  
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وحدة كالتالي100الثاني لإستیفائه بالكامل ویخفض إجمالي الطلب في العمود الرابع بالصفیتم حذف 
i i ij 2

4j j ij

a a X a 100 100 0

b b X b 250 100 150

  
 
 


    
    

وحدة150ویتم شغلها بالكمیة المتبقیة وهي 14Xننتقل إلى آخر خلیة في العمود الرابع وهي الخلیة
كالتاليوحدة150لإستیفائهما الكمیة المطلویة وهي یتم حذف السطر الأول والعمود الرابع

i i ij 1

4j j ij

a a X a 150 150 0

b b X b 150 150 0

  
 
 


    
    

:ویمكن تلخیص نتائج ماتم شرحه سابقا من خلال الجدول التالي
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 04 01 06m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي        13 14 21 24 33350, 100, 150, 400, 100, 300X X X X X X     

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                              22 23 31 32 34 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

12 12 13 13 14 14 21 21 24 24 33 33Z C X C X C X C X C X C X

Z 350 05 100 10 150 08 400 03 100 04 300 09 8250um

min

min

    

            

تقوم هذه الطریقة على إختیار :)Modified Column Minimum(طریقة العمود الأدنى المعدل08-05
صف العرض على أدنى تكلفة في حیث یتم توزیعصف العرضوذلك تبعا إلى عمودأقل تكلفة نقل في كل 

العمود فإذا تم إستیفاء العمود ننتقل إلى العمود الثاني، وإذا لم یتم إستیفاء العمود وتم إستیفاء الصف ننتقل إلى  
.الأعمدة و الصفوفصف آخر وهكذا حتى یتم شطب جمیع
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60نفس معطیات المثال رقم:10مثال
مع حساب )Modified Row Minimum(بإستخدام طریقة الصف الأدنى المعدلحل مشكلة النقل :المطلوب

تكلفة النقل الكلیة؟
:الحل

3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  
حیث21Xویتم شغلها بالكمیة 21Xنبدأ بالعمود الأول ونختار الخلیة التي بها أدنى تكلفة نقل وهي الخلیة 

   21 2 1 21a ,b 500,400 400X min X min  
وحدة كالتالي400یتم حذف العمود الأول نظرا لإستیفائه بالكامل ویخفض إجمالي العرض من الصف الثاني ب

i i ij 2

1j j ij

a a X a 500 400 100

b b X b 400 400 0

  
 
 


    
    

ویتم شغلها 12Xیتم الإنتقال بعد ذلك إلى العمود الثاني ونختار الخلیة التي بها أدنى تكلفة نقل وهي الخلیة 
حیث12Xبالكمیة    12 1 2 12a ,b 600,350 350X min X min  

:وحدة كالتالي350بیتم حذف العمود الثاني نظرا لإستیفائه بالكامل ویخفض إجمالي العرض بالصف الأول 
i i ij 1

2j j ij

a a X a 600 350 250

b b X b 350 350 0

  
 
 


    
    

ویتم شغلها بالكمیة 33Xننتقل بعد ذلك إلى العمود الثالث ونختار  الخلیة التي بها أدنى تكلفة نقل وهي الخلیة
33Xحیث   33 3 3 33a ,b 300,400 300X min X min  

وحدة كالتالي300في العمود الثالث بالطلبخفض إجمالي یالثالث نظرا لإستیفائه بالكامل و الصفیتم حذف 
i i ij 3

3j j ij

a a X a 300 300 0

b b X b 400 300 100

  
 
 


    
    

13Xویتم شغلها بالكمیة 13Xنبقى في نفس العمود ونبحث عن الخلیة التي بها أدنى تكلفة نقل وهي الخلیة 
حیث   13 1 3 13a ,b 250,100 100X min X min  

وحدة كالتالي100بالصف الأولفي العرضخفض إجمالي ینظرا لإستیفائه بالكامل و الثالثالعمود یتم حذف 
i i ij 1

3j j ij

a a X a 250 100 150

b b X b 100 100 0

  
 
 


    
    

ویتم شغلها 24Xننتقل بعد ذلك إلى آخر عمود وهو العمود الرابع ونبحث عن أدنى تكلفة نقل وهي  الخلیة
حیث24Xبالكمیة    24 2 4 24a ,b 100,250 100X min X min  

وحدة كالتالي100یتم حذف الصف الثاني لإستیفائه بالكامل ویخفض إجمالي الطلب في العمود الرابع ب
i i ij 2

4j j ij

a a X a 100 100 0

b b X b 250 100 150
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وحدة150ویتم شغلها بالكمیة المتبقیة وهي 14Xننتقل إلى آخر خلیة في العمود الرابع وهي الخلیة
وحدة كالتالي150یتم حذف السطر الأول والعمود الرابع لإستیفائهما الكمیة المطلویة وهي 

i i ij 1

4j j ij

a a X a 150 150 0

b b X b 150 150 0

  
 
 


    
    

:ویمكن تلخیص نتائج ماتم شرحه سابقا من خلال الجدول التالي
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 04 01 06m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي        13 14 21 24 33350, 100, 150, 400, 100, 300X X X X X X     

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                              22 23 31 32 34 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

12 12 13 13 14 14 21 21 24 24 33 33Z C X C X C X C X C X C X

Z 350 05 100 10 150 08 400 03 100 04 300 09 8250um

min

min

    

            

علیها طریقة أقل كلفة بالمصفوفة ویطلق:)Matrix Minimum(طریقة أدنى تكلفة في المصفوفة08-06
إلى الطلبات بالكلفة ) المصادر(ومنها نبحث عن أدنى كلفة في مصفوفة النقل ثم تخصص كمیة من التجهیزات 

الدنیا للمصفوفة حتى یتم التخصیص للكل مع الأخذ بنظر الإعتبار التعدیل والحذف وذلك بإنقاص الكمیة التي 
جهیز، الطریقة تعتمد إستثمار التباین في الأسعار لا إشباع المتطلبات بأقل حددت للخلیة من مصدر الطلب والت

التكالیف، بل إن الهدف تأمین الإحتیاجات من أي مصدر تجهیز وبأیة كلفة نقل، لذا وضعت طریقة أقل كلفة 
والعرض لكي یتم البحث والتركیز بموجبها على أقل كلفة متوفرة في جدول النقل ومن ثم تحدید جهتي الطلب 

.المقابلة لتلك الكلفة الدنیا
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60رقم نفس المثال السابق:11مثال
مع حساب تكلفة )Matrix Minimum(طریقة أدنى تكلفة في المصفوفةحل مشكلة النقل بإستخدام :المطلوب

النقل الكلیة؟
:الحل

3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  
ویتم شغلها بالكمیة 21Xنبدأ عملیة التوزیع بإختیار الخلیة التي بها أدنى تكلفة في الجدول ككل وهي الخلیة 

21Xحیث:   21 2 1 21a ,b 500,400 400X min X min  
وحدة 400لإستیفائه بالكامل ویتم تخفیض إجمالي العرض بالصف الثاني بیتم حذف العمود الأول نظرا 

i:كالتالي i ij 2

1j j ij

a a X a 500 400 100

b b X b 400 400 0

  
 
 


    
    

:حیث21Xویتم شغلها بالكمیة 24Xبعد ذلك نبحث عن أدنى تكلفة في الجدول التالیة والتي تمثلها الخلیة

   24 2 4 24a ,b 100,250 100X min X min  
وحدة كالتالي100بالكامل ویخفض إجمالي الطلب في العمود الرابع بالثاني لإستیفائه الصفیتم حذف 

i i ij 2

4j j ij

a a X a 100 100 0

b b X b 250 100 150

  
 
 


    
    

:حیث12Xویتم شغلها بالكمیة 12Xننتقل بعدها إلى الخلیة التي بها أدنى تكلفة بالجدول وهي الخلیة 
   12 1 2 12a ,b 600,350 350X min X min  

وحدة كالتالي350الأول بالصفیتم حذف العمود الثاني لإستیفائه بالكامل ویخفض إجمالي العرض في 
i i ij 1

2j j ij

a a X a 600 350 250

b b X b 350 350 0

  
 
 


    
    

:حیث14Xویتم شغلها بالكمیة14Xننتقل بعدها إلى الخلیة التي بها أدنى تكلفة في الجدول ككل وهي الخلیة
   14 1 4 14a ,b 250,150 150X min X min  

:وحدة كالتالي150الأول بالصفیتم حذف العمود الرابع لإستفائه بالكامل، ویخفض إجمالي العرض في 
i i ij 1

4j j ij

a a X a 250 150 100

b b X b 150 150 0

  
 
 


    
    

ویتم شغلها بالكمیة 33Xدنى تكلف نقل كلیة ككل بالجدول وهي الخلیةأننتقل بعد ذلك إلى الخلیة التي بها 
33Xحیث   33 3 3 33a ,b 300,400 300X min X min  

وحدة كالتالي300الثالث لإستیفائه بالكامل ویتم تخفیض إجمالي الطلب في العمود الثالث بالصفیتم حذف 
i i ij 3

3j j ij

a a X a 300 300 0

b b X b 400 300 100
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:حیث13Xفیتم شغلها بالكمیة13Xلم یتبقى في الجدول ككل غیر الخلیة 
   13 1 3 13a ,b 100,100 100X min X min  

:الأول لإستیفائهما بالكامل حیثالصفیتم حذف العمود الثالث و 
i i ij 1

3j j ij

a a X a 100 100 0

b b X b 100 100 0

  
 
 


    
    

:سابقا من خلال الجدول التاليویمكن تلخیص نتائج ماتم شرحه 

ia
مراكز التوزیع)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض( 4D3D
2D1D

6001a 
250 100 0

14

14

08

150

C
X



13

13

10

100

C
X



12

12

05

350

C
X



11

11

07

0

C
X


1S

5002a 

100 0
24

24

04

100

C
X



23

23

12

0

C
X



22

22

06

0

C
X



21

21

03

400

C
X


2S

3 300a  034

34

15

0

C
X



33

33

09

300

C
X



32

32

07

0

C
X



31

31

04

0

C
X


3S

3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  4 250b 

150 0
3 400b 

100 02 350b  01 400b  0jb

وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 04 01 06m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي        13 14 21 24 33350, 100, 150, 400, 100, 300X X X X X X     

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                              22 23 31 32 34 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

12 12 13 13 14 14 21 21 24 24 33 33Z C X C X C X C X C X C X

Z 350 05 100 10 150 08 400 03 100 04 300 09 8250um

min

min

    

            

هذه الطریقة تؤدي:)V.A.M)(thodéVogal"s Approximation M(طریقة فوجل التقریبیة08-70
بشكل دائم إلى حل مبدئي أفضل من الحل الذي تقدمه طریقة الركن الشمالي الشرقي،وتؤدي أیضا في أحیان 
كثیرة إلى الوصول إلى حل أفضل من الحل المبدئي الذي یتم التوصل إلیه بإستخدام طریقة أقل التكالیف،فواقع 

) V.A.M(ذي نتوصل إلیه بإستخدام طریقة فوجل التقریبیة الأمر أنه في كثیر من الأحیان یكون الحل المبدئي ال
هو الحل الأمثل مباشرة،وتقوم هذه الطریقة على فكرة توزیع الوحدات على الخلایا بشكل یقلل من تكلفة التوزیع 
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هي عبارة عن التكلفة الزائدة المترتبة على وضع وحدة ) regret cost(الخطأ للوحدات، وتكلفة التوزیع الخطأ 
:أ في خلیة یجب أن لا تكون فیها،أما خطوات إستخدام هذه الطریقة فهي كالتاليخط
وذلك لكل صف و أیضا لكل عمود یحسب الفرق المطلق بین أصغر تكلفة والتكلفة التالیة لها مباشرة-01

ویكتب هذا الفرق في نهایة كل صف وكل عمود ویرمز لهذا الفرق بالرمز 1 ، هذا الفرق في التكلفة یمثل
.تكلفة الجزاء أو العقاب على عدم إختیار الخلیة ذات التكلفة الأقل

یتم أخذ أكبر فرق مطلق للتكلفة ویحدد الصف او العمود الذي ینتمي إلیه أكبر فرق مطلق في التكلفة ثم - 02
وفي حالة تعادل أكثر من صف        نختار الخلیة ذات التكلفة الأقل بهذا الصف أو ذلك العمود ویتم شغلها، 

أو عمود في قیمة أكبر فرق مطلق للتكلفة نختار أیها عشوائیا ثم نختار الخلیة ذات الأدنى تكلفة بهذا الصف  
.أو العمود ویتم شغلها

یتم شغل الخلیة التي تم إختیارها بنفس الطریقة السابقة على أساس الأصغر من الكمیات المتاحة في -03
لعرض والكمیات المطلوبة في جهة غلإستخدام، ثم نحذف الصف أو العمود الذي تم إستیفاؤه بالكامل مصدر ا

وتخفض الكمیة المطلوبة في جهة الإستخدام او الكمیة المعروضة في مصدر العرض بتلك الكمیة الأصغر 
.لنحصل على الجزء المتبقي

لتالیة لها مباشرة لكل صف ولكل عمود ویرمز لهذا نعید حساب الفرق المطلق بین أصغر تكلفة والتكلفة ا-04
الفرق بالرمز 2 للبدء في عملیة الحساب من جدید بنفس الخطوات السابقة،وفي هذه الخطوة یمكن ،

.الإقتصار فقط على كتابة للفرق التي تظل بدون تعدیل في الخطو السابقة
نتهاء من توزیع كل الكمیات المعروضة من المصادر المختلفة وفقا تستمر عملیات الحل حتى یتم الإ-05

.لإحتیاجات الطلب في جهات الإستخدام المختلفة
عند تساوي الفروق في الصفوف والأعمدة نأخذ الفرق الثاني وذلك بشطب أقل قیمة من الصف والعمود -06

الصفوف والأعمدة متساویة في كل المراحل ونأخذ الفرق الذي بعده،أما إذا كانت من البدایة كل الفروق في 
.تفشل طریقة فوجل ونأخذ طریقة أدنى تكلفة في المصفوفة

06رقم نفس المثال السابق:21مثال
حل مشكلة النقل بإستخدام طریقة فوجل التقریبیة مع حساب تكلفة النقل الكلیة؟:المطلوب

:الحل
3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  
و تكلفة الفرصة البدیلة لكل صف وعمود والتي نرمز لها أنحسب الفروق المطلقة أو الغرامات :المرحلة الأولى

والتي تنتمي إلى العمود الرابع، لذلك یتم إختیار 04ن أكبر فرق مطلق أو أكبر غرامة هوأنلاحظ و1بالرمز 
بحیث24Xویتم شغلها بالكمیة24Xالخلیة ذات الأقل تكلفة في هذا العمود وهي الخلیة

   24 2 4 24a ,b 500,250 250X min X min  
وحدة كالتالي250بالصف الثانيفي العرضلإستیفائه بالكامل ویتم تخفیض إجمالي العمود الرابعیتم حذف 
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i i ij 2

4j j ij

a a X a 500 250 250

b b X b 250 250 0

  
 
 


    
    

أما الأعمدة فتحسب للأول والثاني والثالث فقط لأن الرابع تم نعید حساب الغرامات لكل صف :المرحلة الثانیة
ونلاحظ أن أكبر غرامة تقع في الصف الثاني والثالث ، لذا نبحث عن أقل تكلفة ،2ونرمز لها بالرمزحذفه

:بحیث21X، فیتم شغلها بالكمیة 21Xنقل بینهما فنجدها في الصف الثاني وهي الخلیة 
   21 2 1 21a ,b 250,400 250X min X min  

وحدة كالتالي250بالعمود الأولفي الطلبلإستیفائه بالكامل ویتم تخفیض إجمالي الصف الثانيیتم حذف 
i i ij 2

1j j ij

a a X a 250 250 0

b b X b 400 250 150

  
 
 


    
    

والتي نرمز لها بالرمزللصف الأول والثالث والعمود الأول والثاني والثالثالغراماتنعید حساب :المرحلة الثالثة
3، فیتم الإختیار عشوائیا بینهما وعلى سبیل ،الثالث و العمود الثالثونلاحظ أن أكبر غرامة تقع في الصف

31Xویتم شغلها بالكمیة 31Xالمثال نختار الصف الثالث فتكون الخلیة ذات أقل تكلفة نقل هي الخلیة 
:بحیث   31 3 1 31a ,b 300,150 150X min X min  

وحدة كالتالي150بالصف الثالثفي العرض لإستیفائه بالكامل ویتم تخفیض إجمالي العمود الأولیتم حذف 
i i ij 3

j j ij 1

a a X a 300 150 150

b b X b 150 150 0

  
 
 


    
    

والتي نرمز نقوم بعملیة حساب الغرامات لكل من الصف الأول والثالث والعمود الثاني والثالث:الرابعةالمرحلة 
12Xالأول فتكون الخلیة ذات أقل تكلفة نقل هي الخلیة ونلاحظ أن أكبر غرامة تقع في الصف ،4لها بالرمز

:          بحیث31Xویتم شغلها بالكمیة   12 1 2 12a ,b 600,350 350X min X min  
وحدة كالتالي350بالأولالصف في العرض لإستیفائه بالكامل ویتم تخفیض إجمالي الثانيالعمود یتم حذف 

i i ij 1

2j j ij

a a X a 600 350 250

b b X b 350 350 0

  
 
 


    
    

في هذه المرحلة نلاحظ انه تم حذف كافة الأعمدة بمصفوفة النقل ماعدا العمود الثالث،أما :الخامسةالمرحلة 
:الصفوف فقد تم حذف الصف الثاني، لذلك یتمملئ الخلایا الشاغرة بطریقة المتمم الحسابي بحیث نجد
   13 1 3 13a ,b 250,400 250X min X min  

   33 3 3 33a ,b 150,150 150X min X min  
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السابق شرحها من خلال الجدول التاليویمكن تلخیص الخطوات 
V.A.M

ia
مراكز التوزیع)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(
43214D3D

2D1D

05020202
6001a 

250 0

14

14

08

0

C
X



13

13

10

250

C
X



12

12

05

350

C
X



11

11

07

0

C
X


1S

----03012 500a 
250 0

24

24

04

250

C
X



23

23

12

0

C
X



22

22

06

0

C
X



21

21

03

250

C
X


2S
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C
X


3S

3 4

i j
i 1 j 1

a b
 

 4 250b 

0
3 400b 

150 0
2 350b 

0
1 400b 
150 0

jb

040101011

--------0101012

--------0102033

--------0102-------4

من تحقیق العلاقة التالیةوللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد 
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 04 01 06m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي        13 21 24 31 33350, 250, 250, 250, 150, 150X X X X X X     

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                              14 22 23 32 34 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

12 12 13 13 21 21 24 24 31 31 33 33Z C X C X C X C X C X C X

Z 350 05 250 10 250 03 250 04 150 04 150 09 7950um

min

min

    

            

أقل من قیمتها في حالة إستخدام ) طریقة الغرامات(نلاحط ان قیمة دالة الهدف وفقا لطریقة فوجل التقریبیة 
قیمة دالة الهدف في حالة طریقة أدنى تكلفة في الجدول ككل او في العمود أو في السطر وهي أقل بدورها من 

إستخدام طریقة الركن الشمالي الشرقي، مما یؤكد أنها أفضل من كل الطرق السابقة حیث انها تعطي حلا مبدئیا 
.لنموذج النقل الكثر قربا من الحل الأمثل ،إن لم یكن هو نفسه الحل الأمثل
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تعتبر هذه الطریقة :)R.A.M)(MéthodRussels Approximation(طریقة روسیل التقریبة 08-08
،أما ) خصوصا للمصفوفات الكبیرة(الأمثلأقرب للحل ) قاعدي(طینا حل أوليعأفضل من سابقاتها لأنها ت

:خطوات الحل بهذه الطریقة فهي كالتالي
jbولكل عمود نرمز لها بiaتحدید أعلى تكلفة نقل لكل صف ونرمز لها ب-01
ijنشكل مصفوفة جدیدة تكلفتها هي-02 jiij C ba  

،ونعطي لمتغیرها أكبر كمیة ممكنة والتي تساويijنقلتكلفةأصغرنحدد الخلیة التي لها-03

 ij i ja ,bX min

وتغییر كمیة إجمالي الطلب أوالعرض الذي تقع فیه الخلیة إلى مقدار بحذف الصف او العمود المتحقق -04
.الفرق بین كمیتي العرض والطلب المقابلة لها

إذا بقي صف أو عمود واحد نعطي للصف او العمود المتبقي كمیات العرض أو الطلب المتبقیة-05
.إذا بقي أكثر من صف أو عمود واحد نعود للخطوة الأولى-06
60رقمس المثال السابقنف:31مثال

حل مشكلة النقل بإستخدام طریقة روسیل التقریبیة مع حساب تكلفة النقل الكلیة؟:المطلوب
:الحل

3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  
ijنستخرج مصفوفة التكالیف الجدیدة بإستخدام العلاقة التالیة:المرحلة الأولى jiij C ba  

4D3D
2D1D

-17-12-12-101S

-23-12-13-162S

-15-18-15-183S

بحیث24Xوبالتالي یتم شغلها بالكمیة 24Xبعد تشكیل المصفوفة نلاحظ أن أصغر تكلفة نقل هي في الخلیة 
   24 2 4 24a ,b 500,250 250X min X min  

وحدة كالتالي250بالصف الثانيفي العرضلإستیفائه بالكامل ویتم تخفیض إجمالي العمود الرابعیتم حذف 
i i ij 2

4j j ij

a a X a 500 250 250

b b X b 250 250 0

  
 
 


    
    

نعید إستخراج مصفوفة التكالیف باستخدام العلاقة السابقة والجدول التالي یوضح ذلك:المرحلة الثانیة
3D

2D1D

-12-12-101S

-12-13-162S

-12-09-123S
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بحیث21Xوبالتالي یتم شغلها بالكمیة 21Xنلاحظ أن أصغر تكلفة نقل هي في الخلیة 
   21 2 1 21a ,b 250,400 250X min X min  

وحدة كالتالي250بالعمود الأولفي الطلبلإستیفائه بالكامل ویتم تخفیض إجمالي الصف الثانيیتم حذف 
i i ij 2

1j j ij

a a X a 250 250 0

b b X b 400 250 150

  
 
 


    
    

نعید إستخراج مصفوفة التكالیف باستخدام العلاقة السابقة والجدول التالي یوضح ذلك:المرحلة الثالثة
3D

2D1D

-12-12-101S

-12-09-123S

وبالرجوع إلى جدول النقل نجد 33Xو31Xو13Xو12Xنلاحظ ان أصغر تكلفة نقل هي في الخلایا التالیة 
بحیث31Xفیتم شغلها بالكمیة 31Xأن أقل تكلفة نقل هي في الخلیة 

   31 3 1 31a ,b 300,150 150X min X min  

وحدة كالتالي150بلصف الثالثافي العرضلإستیفائه بالكامل ویتم تخفیض إجمالي العمود الأولیتم حذف 
i i ij 3

j j ij 1

a a X a 300 150 150

b b X b 150 150 0

  
 
 


    
    

نعید إستخراج مصفوفة التكالیف باستخدام العلاقة السابقة والجدول التالي یوضح ذلك:الرابعةالمرحلة 
3D

2D

-12-121S

-12-093S

وبالرجوع إلى جدول النقل نجد أن أقل 33Xو13Xو12Xنلاحظ ان أصغر تكلفة نقل هي في الخلایا التالیة 
بحیث12Xفیتم شغلها بالكمیة 12Xتكلفة نقل هي في الخلیة 

   12 1 2 12a ,b 600,350 350X min X min  
وحدة كالتالي350بالأولالصف في العرضلإستیفائه بالكامل ویتم تخفیض إجمالي لثانيالعمود ایتم حذف 

i i ij 1

2j j ij

a a X a 600 350 250

b b X b 350 350 0

  
 
 


    
    

العلاقة السابقة والجدول التالي یوضح ذلكنعید إستخراج مصفوفة التكالیف باستخدام:الخامسةالمرحلة 
3D

-121S

-123S
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وبالرجوع إلى جدول النقل نجد أن أقل تكلفة 33Xو13Xنلاحظ ان أصغر تكلفة نقل هي في الخلیتین التالیة 
بحیث33Xفیتم شغلها بالكمیة 33Xنقل هي في الخلیة 

   33 3 3 33a ,b 150,400 150X min X min  

كالتاليوحدة 150بالعمود الثالثفي العرضلإستیفائه بالكامل ویتم تخفیض إجمالي الصف الثالثیتم حذف 
i i ij 1

2j j ij

a a X a 150 150 0

b b X b 400 150 250

  
 
 


    
    

:ویمكن توضیح ماتم شرحه سابقا من خلال الجدول التالي

ia
مراكز التوزیع)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض( 4D3D
2D1D

6001a 
250 0

14

14

08

0

C
X



13

13

10

250

C
X



12

12

05

350

C
X



11

11

07

0

C
X


1S

5002a 

250 0
24

24

04

250

C
X



23

23

12

0

C
X



22

22

06

0

C
X



21

21

03

250

C
X


2S

3 300a 
150 0

34

34

15

0

C
X



33

33

09

150

C
X



32

32

07

0

C
X



31

31

04

150

C
X


3S

3 4

i j
i 1 j 1

1400a b
 

  4 250b  03 400b 

250 02 350b  01 400b 
150 0

jb

وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=الخلایا المملوءةعدد 

 K K 03 04 01 06m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي        13 21 24 31 33350, 250, 250, 250, 150, 150X X X X X X     

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                              14 22 23 32 34 0X X X X X X    

:للنقل فهيأما التكلفة الكلیة 
 
 

12 12 13 13 21 21 24 24 31 31 33 33Z C X C X C X C X C X C X

Z 350 05 250 10 250 03 250 04 150 04 150 09 7950um

min

min
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:بعد إتمام عملیة التوزیع لمسألة النقل بالطرق السابق ذكرها تم التوصل إلى النتائج التالیة:ملاحظة
تكلفة النقل الكلیةطریقة النقلالرقم
ونNorth West Corner Method)(NWC(13100(طریقة الركن الشمالي الغربي01
ونRM)(Row Minimum(8850(طریقة الصف الأدنى02
ونMRM)(Modified Row Minimum(8850(طریقة الصف الأدنى المعدل03
ونCM)(Column Minimum(8250(طریقة العمود الأدنى04
ونMCM) (Modified Column Minimum(8250(طریقة العمود الأدنى المعدل05
ونMM)(Matrix Minimum(8250(المصفوفةطریقة أدنى تكلفة في 06
ونVAM()Vogal"s Approximation Méthod(7950(طریقة فوجل التقریبیة07
ونRAM)(Russels Approximation Méthod(7950(طریقة روسیل التقریبة 08

إختیار أمثلیة الحل یتم :في مسائل التقلیلالأمثلوصولا إلى الحل ) القاعدي(طرق تحسین الحل الأولي -09
في مسائل النقل بنفس الفكرة المتبعة في طریقة السمبلكس والتي تعتمد على فكرة أثر تحویل ) القاعدي(الأولي 

النقل بطریقة تتناسب مع المتغیرات غیر الأساسیة في الحل إلى متغیرات أساسیة وإن كان ذلك سیتم في نموذج
.خصائص هذا النموذج
من خلالها إختبار أمثلیة الحل ومن بین هذه الطرق نذكر التاليویوجد عدة طرق یمكن

)Stepping Stone Method(طریقة المسار المتعرج -
)Modified Distribution Method(طریقة التوزیع المعدل -
)Distributive Method or Luria Method(الطریقة التوزیعیة أو طریقة لوریا -
)Ford-Foulkerson(فلكورسن -طریقة فورد-

وتسمى أیضا طریقة الحلقات :)Stepping Stone Method()المغلق(طریقة المسار المتعرج09-01
المغلقة أو محور الإرتكاز ومبدأ هذه الطریقة یكمن في أن الخلایا المشغولة في مصفوفة النقل هي خلایا 

السمبلكس، بینما نعتبر باقي الخلایا غیر المشغولة في أساسیة وهي تناظر المتغیرات الأساسیة في الحل بطریقة 
مصفوفة النقل خلایا غیر أساسیة وهي تناظر المتغیرات غیر الأساسیة في الحل بطریقة السمبلكس، وینبغي 

:ملاحظة العلاقات التالیة في مصفوفة النقل
mمجموع خلایا المصفوفة تساوي -  n
mساوي تینبغي أن ) أي المشغولة(الأساسیةمجموع الخلایا-  n 1 
تساوي) أي غیر المشغولة(مجموع الخلایا غیر الأساسیة -    m n m n 1   

:حیث
m:تشیر إلى عدد صفوف مصفوفة النقل أي عدد مصادر العرض.
n:تشیر إلى عدد أعمدة مصفوفة النقل أي عدد جهات الإستخدام.
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ومبدأ هذه الطریقة هو تقییم كل خلیة غیر مشغولة في جدول الحل الأولي لمعرفة ماذا سیحدث لتكالیف النقل 
الكلیة إذا نقلت وحدة واحدة إلة أحد الخلایا غیر المشغولة،فإذا وجدنا أن ملئ خلیة معینة غیر مشغولة ستؤدي 
إلى تقلیل التكالیف یتم تعدیل الحل الأولي وتستمر عملیة التقییم  لكل الجدول إلى أن نتوصل إلة أن ملئ أي 

.خلیة غیر مشغولة لا یؤدي إلى تقلیل تكلیف النقل بل سیؤدي إلى زیادتها
:ولتطبیق هذه الطریقة یجب إتباع الخطوات التالیة

.ة من جدول الحل الأوليتحدید المتغیرات الأساسیة وغیر الأساسی-01
لكل خلیة غیر مشغولة ویتكون المسار من مجموعة من قطع من ) Closed Path(یتم رسم مسار مغلق -02

المستقیمات المتعاقبة الأفقیة والعمودیة یبدأ من الخلیة الغیر مشغولة المراد إختیارها إلى خلیة مشغولة حتى یتم 
.إنطلقنا منهاالوصول إلى الخلیة الغیر مشغولة التي 

للخلیة التي تلیها ) -(للخلیة المراد تقییمها تعقبها علامة سالبة(+) یبدأ المسار المغلق بعلامة موجبة -03
.في المسار ثم علامة موجبة للخلیة التي تلیها وهكذا لجمیع الخلایا التي یتشكل منها المسار

فإذا وذلك بجمع التكلفة للخلایا الواقعة على المسار،) الخلیةتقییم (نحسب التكلفة غیر المباشرة للخلیة -04
.كانت هذه القیمة سالبة معنى ذلك أن أشغال هذه الخلیة یساهم في تخفیض التكالیف

تمثل مقدار الزیادة الصافیة أو النقصان في قیمة دالة الهدف نتیجة تحویل المتغیر الغیر ijCنفترض أن -05
.إلى متغیر أساسي ijXأساسي 

نكرر الخطوات السابقة في حالة وجود أكثر من خلیة غیر مشغولة،فإذا كانت التكلفة غیر المباشرة موجبة -06
ن یدینا هو الحل الأمثل،أما إذا كانت هناك خلیة غیر مشغولة أو أكثر من خلیة أو صفر فإن الحل الذي بی

مشغولة تكون التكلفة غیر المباشرة لها سالبة فهذا یعني أن هناك إمكانیة لتطویر الحل وتخفیض التكالیف 
یض التكالیف وتؤدي وتعطى الأولویة للخلیة التي لها أكبر قیمة سالبة للتكلفة غیر المباشرة لأنها تساهم في تخف

.إلى تحسین الحل
عند وجود خلایا نتیجة إختبارها سالب فإننا نتبع مسار هذه الخلایا ونختار الخلیة التي توفر أكبر قیمة، -07

فننتقل إایها أو نستخدمها في النقل بأقل عدد ممكن من الوحدات الموجودة في الخلایا السالبة ضمن المسار 
.حدود الإحتیاجات والمتاح من المواردبحیث یبقى التوزیع في 

نكرر الخطوات السابقة بنقل القیم بین الخلایا و إختبار الخلایا غیر المشغولة بنفس الطریقة حتى یتم -08
.الوصول إلى الحل الأمثل

عند عدم تحقق شرط عدد الخلایا المشغولة بأنها تساوي -09 m n 1 عندئذ نتبع مایلي،:
.نحدد الخلیة التي تتساوى عندا العرض والطلب- 
بالكمیة صفر بشرط) وهمیة(نختار خلیة بجانب الخلیة السابقة إما في السطر أو العمود ونعتبرها ملیئة - 

أن تساعد على إختیار أكبر عدد ممكن من الخلایا الفارغة و أن تكون واقعة على أحد الرؤوس الموجبة
.رفي الإختبا

:یجب أن یتوفر المسار المغلق على مجموعة من الشروط وهي-10
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.عدد المسارات المغلقة یساوي إلى عدد المتغیرات غیر الأساسیة- 
.مجموع عدد الخلایا عدد زوجي منها الخلیة الأولى فقط غیر مستخدمة- 
.عدد الإشارات الموجبة یساوي عدد الإشارات السالبة ولا یزید عن كل صف وعمود- 
.الخلیة الأولى غیر المستخدمة تكون إشارتها موجبة- 
.عدد الأضلاع لایقل عن أربعة - 

حیثiSالجدول التالي یمثل تكلفة نقل بضائع من مراكز التوزیع :41مثال i 1,2,3,4 إلى مراكز الإستیلام

jDحیث j 1,2,3

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
3D

2D1D

1 280a 
13 05C 12 03C 11 02C 1S

2 300a 
23 04C 22 02C 21 03C 2S

3 230a 
33 03C 32 04C 31 05C 3S

4 190a 
43 08C 42 06C 41 04C 4S

4 3

i j
i 1 j 1

1000a b
 

  3 550b 2 250b 1 200b jb

:المطلوب
بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي؟) القاعدي(أوجد الحل الأولي -01
)المسار المغلق(المتعرج أوجد الحل الأمثل بإستخدام طریقة المسار -02
:الحل
إیجاد الحل الأولي بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي-01

مجموع الطلب یساوي مجموع العرض

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
3D

2D1D

1 280a 
80 0

13

13

05

0

C
X



12

12

03

80

C
X



11

11

02

200

C
X


1S

2 300a 
130 0

23

23

04

130

C
X



22

22

02

170

C
X



21

21

03

0

C
X


2S

3 230a  033

33

03

230

C
X



32

32

04

0

C
X



31

31

05

0

C
X


3S

4 190a  043

43

08

190

C
X



42

42

06

0

C
X



41

41

04

0

C
X


4S
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4 3

i j
i 1 j 1

1000a b
 

  3 550b  420

190 0
2 250b 

170 01 200b  0jb

تحقیق العلاقة التالیةوللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 04 03 01 06m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
11المتغیرات الأساسیة هي        12 22 23 33 43200, 80, 170, 130, 230, 190X X X X X X     

13المتغیرات غیر الأساسیة هي                              21 31 32 41 42 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 12 12 22 22 23 23 33 33 43 43Z C X C X C X C X C X C X

Z 200 02 80 03 170 02 130 04 230 03 190 08 3710um

min

min

    

            

)المسار المغلق(المسار المتعرج بإستخدام طریقة الأمثلإیجاد الحل -02
ستة متغیرات غیر أساسیة إذن فعدد المسارات هو ستة ویمكن توضیحها من خلال الجدول بما انه یوجد لدینا

التالي
سیةسالمتغیرات غیر الأالمسار المغلق للمتغیر الأساسيالتكلفة غیر المباشرة

05 04 02 03 0   13 23 22 12 13X X X X X  13X

03 02 03 02 02   21 22 12 11 21X X X X X  21X

05 03 04 02 03 02 05     
31 33 23 22 12

11 31

X X X X X
X X
  

 


31X

04 03 04 02 03   32 33 23 22 32X X X X X  32X

04 08 04 02 03 02 01      
41 43 23 22 12

11 41

X X X X X
X X
  

 


41X

06 08 04 02 0   42 43 23 22 42X X X X X  42X

هي في المسار التالي الوحیدة في الجدولسلبیةالنلاحظ أن التكلفة غیر مباشرة 
41 43 23 22 12 11 41X X X X X X X    

أينختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها 
41 43 23 22 12 11 41X X X X X X X    

             (-)                      (-)                      (-)

   43 22 11, ,MIN MIN 190,170,200 170X X X  

ون170)=1-(×170الوفر الإجمالي للتكلفة هو 



عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

160

ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى 
:كما هي

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
3D

2D1D

1 280a 13

13

05

0

C
X



12

12

03

250

C
X



11

11

02

30

C
X


1S

2 300a 23

23

04

300

C
X



22

22

02

0

C
X



21

21

03

0

C
X


2S

2303a 33

33

03

230

C
X



32

32

04

0

C
X



31

31

05

0

C
X


3S

1904a 43

43

08

20

C
X



42

42

06

0

C
X



41

41

04

170

C
X


4S

4 3

i j
i 1 j 1

1000a b
 

  3 550b 2 250b 1 200b jb

11المتغیرات الأساسیة هي        12 23 33 41 4330, 250, 300, 230, 170, 20X X X X X X     

13المتغیرات غیر الأساسیة هي                              21 22 31 32 42 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 12 12 23 23 33 33 41 41 43 43Z C X C X C X C X C X C X

Z 30 02 250 03 300 04 230 03 170 04 20 08 3540um

min

min

    

            

إختبار الخلایا الفارغة للتأكد من أن الحل المتوصل إلیه هو حل أمثلنعید 
اسیةسالمتغیرات غیر الأالمسار المغلق للمتغیر الأساسيالتكلفة غیر المباشرة

05 04 02 03 0   13 23 22 12 13X X X X X  13X

03 02 03 02 02   21 22 12 11 21X X X X X  21X

02 04 08 04 02 03 01     
22 23 43 41 11

12 22

X X X X X
X X
  

 


22X

05 03 04 02 03 02 05     
31 33 23 22 12

11 31

X X X X X
X X
  

 


31X

04 03 04 02 03   32 33 23 22 32X X X X X  32X

06 08 04 02 0   42 43 23 22 42X X X X X  42X

التكلفة غیر المباشرة لجمیع المسارات المغلقة موجبة أو معدومة إذن فالحل المتوصل إلیه هو حل نلاحظ أن 
.أمثل
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وتسمى أیضا بطریقة المضاریب ):Modified Distribution Method(التوزیع المعدل طریقة 09-02
أو طریقة المضاعفات وتعتمد هذه الطریقة على الحسابات التكراریة ولكنها تختلف عن طریقة المسار المتعرج 

هذه الطریقة في طریقة تقییم كل متغیر من المتغیرات الأساسیة من ناحیة تأثیره على دالة الهدف إن تطور
المستخدمة في البرمجة الخطیة ،وفیما یلي ) Dual theory(یستند في الأساس على نظریة النموذج المقابل 

:الخطوات الأساسیة لطریقة التوزیع المعدل
.بإحدى الطرق التي سبق شرحها) القاعدي(نستخرج أولا الحل الأولي -01
.الأساسیةنستخرج المتغیرات الأساسیة وغیر - 02
)-(نسبق كل تكلفة بإشارة سالبة -03
نضیف عمود-04 iI وسطر jJ

نحسب-05 iIو jJ إنطلاقا من وضع إما 1 0I  أو iIو jJ الموجودة في السطر او العمود ذو أكبر
).0(مساویا للصفرعدد من الخانات المملوءة

i: العلاقة التالیة -06 jijC I J  تخص الخلایا المملوءة فقط، ولحساب iIو jJ نضع 1 0I .
i:والتي تسمى الإقتصاد في التكلفة وهذا حسب العلاقة التالیةijEیتم حساب القیمة-07 jij ijE I J C 

موجبة أو معدومة أو معدومة فالحل أمثل،أما إذا وجدت قیمة سالبة على الأقل ijEإذا كانت قیم كل -08
.یجب القیم بعملیة التحسین

ونكون إنطلاقا منها مایسمى ) أكبر قیمة بالقیمة المطلقة(للقیام بعملیة التحسین نختار أقل قیمة سالبة -09
زوایا قائمة حیث ینطلق من الخانات ذات وهو عبارة عن شكل ذو مستقیمات لیست مائلة ولهبالمسار المغلق

أقل قیمة سالبة والتي نضع بها  متغیرات (،أي نكون مسار مغلق تكون زوایاه خانات مملوءة ویعود إلیها
ونضع بالتناوب ) أساسیة و 

یتم تحدید قیمة-10  من خلال الخانات التي یوجد بها حیث نأخذ أقل قیمة أي
 

ij

ij ij

Min X

X 
 ،

.أو النقصانبالزیادةونعوضها إما 
القیم المحصل علیها بعد إدخال قیمة-11  كل منتوضع في جدول جدید ونقوم بحساب iIو jJ

موجبة أو معدومة ijEالخاصة به ونعید العملیات السابقة للتأكد من أمثلیة الحل إلى غایة الحصول على قیمة
.ثم نحسب التكالیف

أيijEمجموع+التكالیف السابقةالتكالیف الجدیدة الناتجة عن عملیة التحسین هي نفسها -12
n

i 1
ij ij ijC C E



  

.التكایف الجدیدة: ijC:بحیث

ijC:التكالیف السابقة.
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)41المثال(نفس المثال السابق :51مثال
:المطلوب

بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي؟) القاعدي(أوجد الحل الأولي -01
.أوجد الحل الأمثل بإستخدام طریقة التوزیع المعدل-02
:الحل
إیجاد الحل الأولي بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي-01

مجموع الطلب یساوي مجموع العرض

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
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C
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2S

3 230a  033

33
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230

C
X
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32

04

0

C
X



31

31

05

0

C
X


3S

4 190a  043

43

08

190

C
X



42

42

06

0

C
X



41

41

04

0

C
X


4S

4 3

i j
i 1 j 1

1000a b
 

  3 550b 

420



190 = 0
2 250b 

170 01 200b  0jb

وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 04 03 01 06m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 

11المتغیرات الأساسیة هي        12 22 23 33 43200, 80, 170, 130, 230, 190X X X X X X     

13المتغیرات غیر الأساسیة هي                              21 31 32 41 42 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 12 12 22 22 23 23 33 33 43 43Z C X C X C X C X C X C X

Z 200 02 80 03 170 02 130 04 230 03 190 08 3710um

min

min
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.إیجاد الحل الأمثل بإستخدام طریقة التوزیع المعدل-02

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع 3D
2D1D

3 0J 2 02J 1 03J 
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0
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22

22

02

170

0

C
X
E

 





21

21

21

03

0

02

C
X
E

 




2 04I  2S

2303a 
33

33

33

03

230

0

C
X
E

 





32

32

32

04

0

03

C
X
E

 





31

31

31

05

0

05

C
X
E

 




3 03I  3S

1904a 
43

43

43

08

190

0

C
X
E

 





42

42

42

06

0

0

C
X
E

 





41

41

41

04

0

01

C
X
E

 



 
4 08I  4S

4 3

i j
i 1 j 1

1000a b
 

  3 550b 2 250b 1 200b jb

بعد تحدید قیم كل من  iIو jJ نقم بحساب قیمةijEالإقتصاد في التكلفة
نبلاحظ أنه توجد قیمة واحدة سالبة إذن فالحل غیر أمثل ولابد من القیام بعملیة التحسینijEبعد حساب قیمة

نحدد المسار المغلق وذلك بإضافة أو طرح قیمة  

41 43 23 22 12 11 41X X X X X X X    

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي
41 43 23 22 12 11 41X X X X X X X    

             (-)                      (-)                      (-)

   43 22 11, ,MIN MIN 190,170,200 170X X X  

ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى كما 
:هي
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ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع  3D
2D1D
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4 08I  4S
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i j
i 1 j 1
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  3 550b 2 250b 1 200b jb

:موجبة أو معدومة فالحل حل أمثل،أما تكلفة الحل فهيijEنلاحظ أن جمیع قیم 
:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي

 
 

11 11 12 12 23 23 33 33 41 41 43 43Z C X C X C X C X C X C X

Z 30 02 250 03 300 04 230 03 170 04 20 08 3540um

min

min

    

            

أو بالطریقة المباشرة
  ij ij ij ij 3710 170 01 3540C C E C      

وتعرف :)Distributive Method or Luria Method(الطریقة التوزیعیة أو طریقة لوریا 09-03
بطریقة الدورة ویقصد بها مجموع الخلایا التي یضمها خط منكسر مقفل یعمل في كل خلیة زاویة قائمة 

في ) - (وإشارة(+) والمفروض أن یكون عدد زوجي، والدورة المعدلة هي الدورة التي یتم فیها وضع إشارة 
.خلایاها

.للوحدة الواحدة في جمیع الخلایا التي تضمها الدورةفهو عبارة عن المجموع الجبري لتكلفة النقلأما ثمن الدورة
ولتحسین الخطة سوف نبدل من وضع الشحنات بواسطة الدورات ذات الأثمان السالبة، وسوف نستخدم تلك 

.الدورات التي تقع قممها السالبة في خلایا أساسیة
ه لایمكن تخفیض تكلفة النقل أكثر هناك دورات ذات أثمان سالبة في الجدول فإن هذا یدل على أنیكنوإذا لم

.من ذلك، ونكون قد توصلنا إلى الحل الأمثل
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وتتلخص الطریقة التوزیعیة في البحث عن الدورات سالبة الأثمان، ثم نبدل وضع الشحنات في خلایا هذه 
خطة حتى لایبقى في الجدول دورات سالبة الأثمان،وعند تحسین ال) مع بقاء الشحنات على حالها( الدورات

بواسطة التبدیل الدوري، فإنه كما في طریقة السمبلكس نستبدل متغیر غیر أساسي بمتغیر أساسي، نملأ خلیة 
اغیر أساسیة في مقابل ذلك نفرغ خلیة أساسیة، ولذلك یبقى عدد الخلایا الأساسیة دائما مساوی m n 1  ،

ن خلایا جدول النقل توجد دورة وحیدة أحد قممها تقع في هذه ومن الممكن إثبات أن لكل خلیة غیر أساسیة م
فإنه یمكن تحسین الخطة بواسطة ) -(وإذا كان ثمن هذه الدورة سالبا (+) الخلیة غیر الأساسیة، وتوضع إشارة 

التبدیل الدوري، وعدد الوحدات التي سوف تتحدد من العدد الأقل شحنات التي تقع في القمم السالبة للدورة، 
(+)للدورة، ونطرحه من الخلایا الموجیة ) -(نضیف هذا العدد الأقل شحنات التي تقع في القمم السالبة ف

)14المثال(نفس المثال السابق :61مثال
:المطلوب

بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي؟) القاعدي(أوجد الحل الأولي -01
.أوجد الحل الأمثل بإستخدام طریقة لوریا-02
:الحل
إیجاد الحل الأولي بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي-01

مجموع الطلب یساوي مجموع العرض

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
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  3 550b  420
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170 01 200b  0jb

وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=الخلایا المملوءةعدد 

 K K 04 03 01 06m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
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11المتغیرات الأساسیة هي        12 22 23 33 44200, 80, 170, 130, 230, 190X X X X X X     

13المتغیرات غیر الأساسیة هي                              21 31 32 41 42 0X X X X X X    

:للنقل فهيأما التكلفة الكلیة 
 
 

11 11 12 12 22 22 23 23 33 33 43 43Z C X C X C X C X C X C X

Z 200 02 80 03 170 02 130 04 230 03 190 08 3710um

min

min

    

            

.الحل الأمثل بإستخدام طریقة لوریاإیجاد-02
اسیةسالمتغیرات غیر الأالدورات ذات الأثمان السالبثمن الدورة

05 04 02 03 0   13 23 22 12 13X X X X X  13X

03 02 03 02 02   21 22 12 11 21X X X X X  21X

05 02 03 02 04 03 05     31 11 12 22

23 33 31

X X X X
X X X
 

  


31X

04 03 04 02 03   32 33 23 22 32X X X X X  32X

04 02 03 02 04 08 01      
41 11 12 22

23 43 41

X X X X
X X X
 

  


41X

06 08 04 02 0   42 43 23 22 42X X X X X  42X

41Xنلاحظ من خلال الجدول أنه توجد دورة واحدة ذات أثمان سالبة في الخلیة 
:الصغرى من وإلى كل خلیة حسب الإشارة الموجودة فیها یصبح الجدول كالتاليبطرح وجمع الخلیة السالبة 

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 
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حساب الدورات السالبةنعید 
اسیةسالمتغیرات غیر الأالدورات ذات الأثمان ثمن الدورة السالب

05 04 02 03 0   13 23 22 12 13X X X X X  13X

03 02 03 02 02   21 22 12 11 21X X X X X  21X

02 04 08 04 02 03 01     
22 23 43 41

11 12 22

X X X X
X X X

 

  


22X

05 03 04 02 03 02 05     
31 33 23 22 12

11 31

X X X X X
X X
  

 


31X

04 03 04 02 03   32 33 23 22 32X X X X X  32X

06 08 04 02 0   42 43 23 22 42X X X X X  42X

لم یبقى دورات سالبة الأثمان وبهذا یكون هذا هو الحل الأمثل نلاحظ
11المتغیرات الأساسیة هي        12 23 33 41 4330, 250, 300, 230, 170, 20X X X X X X     

13المتغیرات غیر الأساسیة هي                              21 22 31 32 42 0X X X X X X    

:أما التكلفة الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 12 12 23 23 33 33 41 41 43 43Z C X C X C X C X C X C X

Z 30 02 250 03 300 04 230 03 170 04 20 08 3540um

min

min

    

            

وهي من الطرق التي تستخدم في تحسین الحل :)Foulkerson-Ford(فلكورسن- طریقة فورد09-04
الممكن، حیث بعد أن یتم الحصول على الحل الإبتدائي بإستخدام الطرق  الواردة ذكرها ) القاعدي(الإبتدائي 

:الطریقة هي كالتاليسابقا، یستلزم  الأمر تحسین الحل الإبتدائي للحصول على الحل الأمثل وخطوات هذه 
iنضع نجمة مقابل الصف الذي فیه-01 0a أمام العمود الذي یوجد فیه صفر المشترك من الصف ونجمة

.أعلاه وذلك في مصفوفة التكالیف
ijفي الأعمدة التي تم تحدیدها بإختیار المربع الذي فیه-02 0X  الصف فیما لو لم یتم ومن ثم نحدد

.تحدیده
jیجري التحقق، هل أن على الأقل واحدة من الأعمدة المحدودة یكون فیها-03 0b 

فهناك إمكانیة لزیادة النقل في المربعات التي تحمل القیمة صفر في مصفوفة إذا كانت الإجابة بنعم-04
.التكالیف

الصف الذي لم یتم تحدیده والعمود الذي تم تحدیده، ومن ثم من بین إذا كانت الإجابة ب لا یحذف-05
.عناصر المصفوفة الغیر محذوفة یتم إختیار العنصر الأقل قیمة

یحذف العنصر الأقل قیمة الذي تم إختیاره من العناصر التي لم تحذف ویضاف ذلك إلى العناصر التي -06
.حذفت مرتین
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.وا؟لعمدة بها أصفار فقد توصلنا إلى الحل الأمثلذا كانت جمیع الصفوف إ-07
.نحسب تكلفة النقل المثلى بالرجوع إلى التكالیف الحقیقیة-08
)41المثال(نفس المثال السابق :71مثال

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
3D
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:المطلوب
.فلكورسن-الأمثل بإستخدام طریقة فوردأوجد الحل -01
:الحل

0:یتم أولا إیجاد القیم الصفریة لكل صف ولكل عمود كمایلي 1

523 013
432 102

C C
354 210
846 024

   
   
   
   
   
      

  

إن مجموع التكالیف الكلیة للنقل تكون أقل مایمكن إذا تم النقل طبقا للعناصر الصفریة الموجودة في المصفوفة 
1Cكالتالي:
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لیس بالحل نلاحظ أن هناك مربع فیه صفر لم تتم فیه عملیة نقل، لذلك فإن الحل الذي تم الحصول علیه هو
.الأمثل

:كمایليتكلفة المصفوفة ونطرحها من باقي العناصر مع إضافتها إلى العناصر الأخرىنختار أقل قیمة في

2
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C
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وننتقل إلى الجدول الموالي
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مع المربعات iaفي المربعات في الجدول الذي یحوي قیم موجبة ل) - (و(+) تبدأ عملیة التحسین بوضع إشارة 
:وفق الخطوات التالیةjbالتي تحتوي قیم موجبة

.iaفي المربع الموجود في الصف الذي تم تحدیده والذي فیه قیمة موجبة ل) - (نضع إشارة - 
.في الخانات المملوءة) - (في الخانات ذات القیم الصفریة تتبعها الإشارة (+) نضع إشارة - 
.في المربع الموجود في العمود المحدد الذي یحوي قیمة موجبة للمتغیر) - (بنهایة الإشارة تكون-  jb

(+)والموجبة ) - (والجدول التالي یوضح وضع الإشارة 
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ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
3D

2D1D

1 280a 
 

80

13 01C 

 

12

12

01

0

C
X






11

11

0

200

C
X


1S

2 300a 

50 0 

23

23

0

50

C
X




 

22

22

0

250

C
X






21

21

01

0

C
X


2S

3 230a  033

33

0

230

C
X



32

32

03

0

C
X



31

31

04

0

C
X


3S

4 190a 
43 02C 

42

42

02

0

C
X



41

41

0

0

C
X


4S

4 3

i j
i 1 j 1

270a b
 

  
3 550b 

320

 
270


2 250b  01 200b  0jb

:الجدیدة المحصلة كالتاليوتكون القیم 

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
3D

2D1D

1 280a 
80 0

13

13

01

0

C
X



12

12

01

80

C
X



11

11

0

200

C
X


1S

2 300a 

50 0

23

23

0

130

C
X



22

22

0

170

C
X



21

21

01

0

C
X


2S

3 230a  033

33

0

230

C
X



32

32

03

0

C
X



31

31

04

0

C
X


3S

4 190a  043

43

02

190

C
X



42

42

02

0

C
X



41

41

0

0

C
X


4S

4 3

i j
i 1 j 1

0a b
 

  3 550b  320

270 190 02 250b  01 200b  0jb

.وبالتالي فالحل المتوصل إلیه هو حل أمثلjbبها أصفار وكذلك الشیئ نفسه بالنسبة للأعمدة iaجمیع قیم 
:وأن التكلفة الكلیة للنقل هي

 
 

11 11 12 12 22 22 23 23 33 33 43 43Z C X C X C X C X C X C X

Z 200 02 80 03 170 02 130 04 230 03 190 08 3710um

min

min
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یحدث هذا الوضع عندما تكون الإمكانیات :لمسائل النقل في حالة التعظیم) القاعدي(إیجاد الحل الأولي-10
مع ملاحظة أن jDیجب ألا تقل عن ) j(والكمیة المتاحة في الفترة iSتساوي ) i(القصوى للإنتاج في الفترة 

ijC تمثل ربح الوحدة الواحدة للسلعة المنتجة في الفترة)i ( والمباعة في الفترة)j( وأیضا عندما تتولى إحدى،
، حیث jDإلى جهات الإستخدامiSشركات النقل نقل السلعة من مصادر العرض 

   i 1,2,3,....,m ; j 1,2,3,.....n  ففي هذه الحالة فإن ،ijC والتي تمثل تكلفة نقل الوحدة الواحدة من
سوف تعتبر من وجهة نظر شركة النقل إیرادا یجب jDإلى جهة الإستخدامiSالسلعة المنتجة من المصدر

تعظیمه إلى أقصى حد ممكن ولیس تكلفة یجب تدنیتها إلى أدنى حد ممكن،وفي مثل هذه الحالات یمكن حل 
:نموذج النقل في حالة التعظیم بإحدى الطریقتین التالیتین

MINإلى دالة الهدف MAXل دالة الهدف تحوی: الطریقة الأولى
:نتبع الخطوات التالیةMINغلى دالة الهدف من نوع MAXلتحویل دالة الهدف من نوع 

Cفي مصفوفة النقل ونرمز لهذا العائد بالرمز) أكبر ربح للوحدة(ijCیتم تحدید أكبر عائد ل- 

بعناصر جدیدة هي  التكالیف النسبیة والتي ) أرباح النقل(ijCنستبدل جمیع عناصر مصفوفة النقل وهي - 
ij:حیثijCنرمز لها بالرمز ijC C C  و   i 1,2,3,....,m ; j 1,2,3,.....n 

التكالیف النسبیة،وبذلك فإن هدف إیجاد الحد الأقصى للعائد أي ijCتقیس-  
m n

ij ij
i 1 j 1

MAX Z C X
 

 ،

أي ) التكالیف النسبیة(سوف یتحول إلى هدف إیجاد الحد الأدنى للإنحرافات  
m n

i 1 j 1
ij ijWMIN C X

 


التدنیة وصولا إلى الحل یتم تحدید الحل الأولي لنموذج النقل عن طریق الطرق التي سبق عرضها في حالة - 
.الأمثل بإستخدام أي من طرق الحل السابقة

:بعد الوصول إلى الحل الأمثل یمكن تحدید قیمة دالة الهدف بإحدى الطریقتین التالیتین- 
المتحصل علیها من الحل الأمثل ijXالأصلیة للعائد مضروبة في الكمیاتijCبالرجوع إلى إستخدام قیم -أ

: أي أن قیمة دالة الهدف تحسب كمایليijCلمصفوفة التكالیف النسبیة  
m n

ij ij
i 1 j 1

MAX Z C X
 


إجمالي قیمة التكالیف النسبیة-أقصى عائد ممكن تحقیقه=قیمة دالة الهدف-ب

:حیث
إجمالي الكمیات المعروضة ×)C(للعائد في مصفوفة النقل الأصلیةijCأكبر عنصر=أقصى عائد ممكن تحقیقه

.في المصفوفة ككل) أو المطلوبة(
:دالة الهدف تحسب كالتاليووفق هذه الطریقة فإن 

m n m n

ijij ij
i 1 j 1 i 1 j 1

MAX Z X C XC
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ونحلMAXفي هذه الطریقة نبقي على دالة الهدف من نوع : MAXدالة الهدف الإبقاء على: الثانیةالطریقة 
و أو السطرأللحصول على الحل الأولي مع فرق هو إختیار أكبر عائد في العمود بنفس الطرق السابقة

.المصفوفة ككل، كما سوف نرى لاحقا
من المنتجات یمكنها إنتاج أي ) A,B,C(لنفرض أن منظمة ما تتكون من ثلاث وحدات إنتاجیة :18مثال

:ضمن أي من هذه الوحدات وفقا للكمیات المطلوبة التالیة) P1,P2,P3(الثلاثة التالیة 
) BمنA(،)230من 150(،أما طاقة مختلف الوحدات فهي )P3من P2(،)110من P1(،)220من 170(
).Cمن 120(و

وان الربح في كل منتج حسب مكان إنتاجه یظهر في الجدول التالي

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع
3P

2P1P

1 150a 
13 06C 12 05C 11 02C A

2 230a 
23 08C 22 04C 21 03C B

3 120a 
33 07C 32 09C 31 11C C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
 

  3 110b 2 220b 1 170b jb

:المطلوب
:تین التالیتینالطرقأوجد الحل الأولي بإستخدام-01

وبالطرق التالیةMINإلى دالة الهدف MAXتحویل دالة الهدف :الطریقة الأولى-أ
)North West Corner Method)(NWC(طریقة الركن الشمالي الغربي-
)RMI)(Row Minimum(طریقة الصف الأدنى-
)MRMI)(Modified Row Minimum(طریقة الصف الأدنى المعدل-
)CMI)(Column Minimum(طریقة العمود الأدنى-
MCMI) (Modified(طریقة العمود الأدنى المعدل- Column Minimum(
)MMI)(Matrix Minimum(طریقة أدنى تكلفة في المصفوفة- 
)VAM()Vogal"s Approximation Méthod(طریقة فوجل التقریبیة-
)RAM)(Russels Approximation Méthod(طریقة روسیل التقریبة -
:وبالطرق التالیةMAXالإبقاء على دالة الهدف :الطریقة الثانیة- ب
)North West Corner Method)(NWC(الركن الشمالي الغربيطریقة -
)RMA)(Row Maximum(الأعلىطریقة الصف -
MRMA)(Modified Row(المعدلالأعلىطریقة الصف - Maximum(
CMA)(Column(الأعلىطریقة العمود - Maximum(
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MCMA) (Modified Column(المعدلالأعلىطریقة العمود - Maximum(
MMA)(Matrix(في المصفوفةأعلى عائد طریقة -  Maximum(
)VAM()Vogal"s Approximation Méthod(طریقة فوجل التقریبیة-
)RAM)(Russels Approximation Méthod(طریقة روسیل التقریبة -

في الطریقة الأولى فقط؟الأعظمي بطریقتین مختلفتینأحسب قیمة دالة الربح-02
:الحل

طریقتیم مختلفتینإیجاد الحل الأولي بإستخدام 
)MIN(إلى الداة من نوع )MAX(تحویل الدالة من نوع : الطریقة الأولى-أ

أي تحویل مصفوفة الأرباح إلى مصفوفة التكالیف النسبیة كالتالي

ijij

02 05 06 09 06 05

03 04 08 08 07 03

11 09 07 0 02 04

C C
   
        
      

یصبح جدول النقل كالتالي

ia
)الطلب(الإستلام مراكز 

)العرض(مراكز التوزیع 
3P

2P1P

1 150a 
13 05C 12 06C 11 09C A

2 230a 
23 03C 22 07C 21 08C B

3 120a 
33 04C 32 02C 31 0C C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
 

  3 110b 2 220b 1 170b jb

:السابقة كمایليسوف نجد الحل الأولي الممكن بإستخدام إحدى الطرق 
)North West Corner Method)(NWC(طریقة الركن الشمالي الغربي-01

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع 
3P

2P1P

1 150a  013

13

05

0

C
X



12

12

06

0

C
X



11

11

09

150

C
X



A

2 230a 

210 0

23

23

03

0

C
X



22

22

07

210

C
X



21

21

08

20

C
X



B

3 120a 
110 0

33

33

04

110

C
X



32

32

02

10

C
X



31

31

0

0

C
X



C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
 

  3 110b  02 220b 

10 0
1 170b 
20 0

jb
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
11المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 32 33150, 20, 210, 10, 110X X X X X    

12المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 23 31 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي بطریقتیم مختلفتین- 02
:الطریقة الأولى

 
 

11 11 21 21 22 22 32 32 33 33Z C X C X C X C X C X

Z 150 02 20 03 210 04 10 09 110 07 2060um

MAX

MAX

   

          

:الطریقة الثانیة

 

 
     

m n m n

ijij ij
i 1 j 1 i 1 j 1
m n

11 21 22 32 3311 21 22 32 33ij
i 1 j 1

MAX Z X C X

X C X C X C X C X C X

MAX Z 500 150 09 20 08 210 07 10 02 110 04 2060um

C

C

11

   

 

 

  





 

          

 

                  =

:)IRM)(Row Minimum(طریقة الصف الأدنى-02

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع 
3P

2P1P

1 150a 
40 0

13

13

05

110

C
X



12

12

06

40

C
X



11

11

09

0

C
X



A

2 230a 

50 0

23

23

03

0

C
X



22

22

07

180

C
X



21

21

08

50

C
X



B

3 120a  033

33

04

0

C
X



32

32

02

0

C
X



31

31

0

120

C
X



C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
 

  3 110b  02 220b 

180 0
1 170b 
50 0

jb

أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیةوللتاكد من
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     13 21 22 3140, 110, 50, 180, 120X X X X X    
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11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             23 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي بطریقتیم مختلفتین- 02
:الطریقة الأولى

 
 

12 12 13 13 21 21 22 22 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 40 05 110 06 50 03 180 04 120 11 3050um

MAX

MAX

   

          

:الطریقة الثانیة

 

 
     

m n m n

ijij ij
i 1 j 1 i 1 j 1
m n

12 13 21 22 3112 13 21 22 31ij
i 1 j 1

MAX Z X C X

X C X C X C X C X C X

MAX Z 500 40 06 110 05 50 08 180 07 120 0 3050um

C

C

11

   

 

 

  





 

          

 

                  =

:)MRMI)(Modified Row Minimum(طریقة الصف الأدنى المعدل-03

وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+الأعمدةعدد =عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
11المتغیرات الأساسیة هي                     13 21 22 3140, 110, 10, 220, 120X X X X X    

12المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             23 32 33 0X X X X  

الأعظمي بطریقتیم مختلفتینحساب الربح- 02

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع 
3P

2P1P

1 150a 
40 0

13

13

05

110

C
X



12

12

06

0

C
X



11

11

09

40

C
X



A

2 230a 

10 0

23

23

03

0

C
X



22

22

07

220

C
X



21

21

08

10

C
X



B

3 120a  033

33

04

0

C
X



32

32

02

0

C
X



31

31

0

120

C
X



C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
 

  3 110b  02 220b  01 170b 
130


10 0jb
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:الطریقة الأولى
 
 

11 11 13 13 21 21 22 22 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 40 02 110 06 10 03 220 04 120 11 2970um

MAX

MAX

   

          

:الطریقة الثانیة

 

 
     

m n m n

ijij ij
i 1 j 1 i 1 j 1
m n

11 13 21 22 3111 13 21 22 31ij
i 1 j 1

MAX Z X C X

X C X C X C X C X C X

MAX Z 500 40 09 110 05 10 08 220 07 120 0 2970um

C

C

11

   

 

 

  





 

          

 

                  =

:)ICM)(Column Minimum(طریقة العمود الأدنى-04

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع 
3P

2P1P

1 150a  013

13

05

0

C
X



12

12

06

150

C
X



11

11

09

0

C
X



A

2 230a 

180 110 0
23

23

03

110

C
X



22

22

07

70

C
X



21

21

08

50

C
X



B

3 120a  033

33

04

0

C
X



32

32

02

0

C
X



31

31

0

120

C
X



C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
 

  3 110b  02 220b 

70 0
1 170b 
50 0

jb

وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي بطریقتیم مختلفتین- 02
:الطریقة الأولى

 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um

MAX

MAX
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:الطریقة الثانیة

 

 
     

m n m n

ijij ij
i 1 j 1 i 1 j 1
m n

12 21 22 23 3112 21 22 23 31ij
i 1 j 1

MAX Z X C X

X C X C X C X C X C X

MAX Z 500 150 06 50 08 70 07 110 03 120 0 3380um

C

C

11

   

 

 

  





 

          

 

                  =

:)IMCM) (Modified Column Minimum(طریقة العمود الأدنى المعدل-50

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع 
3P

2P1P

1 150a  013

13

05

0

C
X



12

12

06

150

C
X



11

11

09

0

C
X



A

2 230a 

180 70
23

23

03

110

C
X



22

22

07

70

C
X



21

21

08

50

C
X



B

3 120a  033

33

04

0

C
X



32

32

02

0

C
X



31

31

0

120

C
X



C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
 

  3 110b  02 220b 

70 0
1 170b 
50 0

jb

أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیةوللتاكد من
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي بطریقتیم مختلفتین- 02
:الطریقة الأولى

 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um

MAX

MAX
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:الطریقة الثانیة

 

 
     

m n m n

ijij ij
i 1 j 1 i 1 j 1
m n

12 21 22 23 3112 21 22 23 31ij
i 1 j 1

MAX Z X C X

X C X C X C X C X C X

MAX Z 500 150 06 50 08 70 07 110 03 120 0 3380um

C

C

11

   

 

 

  





 

          

 

                  =

):IMM)(Matrix Minimum(المصفوفةطریقة أدنى تكلفة في -60

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع 
3P

2P1P

1 150a  013

13

05

0

C
X



12

12

06

150

C
X



11

11

09

0

C
X



A

2 230a 

120



50 0

23

23

03

110

C
X



22

22

07

70

C
X



21

21

08

50

C
X



B

3 120a  033

33

04

0

C
X



32

32

02

0

C
X



31

31

0

120

C
X



C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
 

  3 110b  02 220b 

70 01 170b  50jb

وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي بطریقتیم مختلفتین- 02
:الطریقة الأولى

 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um
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:الطریقة الثانیة
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:)VAM)(Vogal"s Approximation Méthod(طریقة فوجل التقریبیة-07
V.A.M
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=المملوءةعدد الخلایا 

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي بطریقتیم مختلفتین- 02
:الطریقة الأولى

 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um

MAX

MAX
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:الطریقة الثانیة
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:)RAM)(Russels Approximation Méthod(طریقة روسیل التقریبة -08
ijنستخرج مصفوفة التكالیف الجدیدة بإستخدام العلاقة التالیة:المرحلة الأولى ij jiC ba  
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31Xوبالتالي یتم شغلها بالكمیة 31Xبعد تشكیل المصفوفة نلاحظ أن أصغر تكلفة نقل هي في الخلیة 
نعید إستخراج مصفوفة التكالیف باستخدام العلاقة السابقة والجدول التالي یوضح ذلك:المرحلة الثانیة
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وبالرجوع إلى جدول النقل نجد أن أقل تكلفة 23Xو الخلیة 12Xالخلیةنلاحظ أن أصغر تكلفة نقل هي في 
23Xفیتم شغلها بالكمیة 23Xنقل هي في الخلیة

نعید إستخراج مصفوفة التكالیف باستخدام العلاقة السابقة والجدول التالي یوضح ذلك:المرحلة الثالثة
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12Xیتم شغلها بالكمیة وبالتالي12Xالخلیة نلاحظ ان أصغر تكلفة نقل هي في 
نعید إستخراج مصفوفة التكالیف باستخدام العلاقة السابقة والجدول التالي یوضح ذلك:الرابعةالمرحلة 

2P1P

-12-09B
22Xوبالتالي یتم شغلها بالكمیة 22Xنلاحظ ان أصغر تكلفة نقل هي في  الخلیة 
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مصفوفة التكالیف باستخدام العلاقة السابقة والجدول التالي یوضح ذلكنعید إستخراج :الخامسةالمرحلة 
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-09B
21Xوبالتالي یتم شغلها بالكمیة 21Xأن الخلیة المتبقیة هي الخلیة نلاحظ 

ویمكن توضیح ما تم شرحه سابقا من خلال الجدول التالي
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي بطریقتیم مختلفتین- 02
:الطریقة الأولى
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بالطرق التالیة) الإبتدائي(نجد الحل الأولي : MAXدالة الهدف الإبقاء على: الثانیةالطریقة - ب
في هذه الطریقة نقوم :)North West Corner Method)(NWC(الشمالي الغربيطریقة الركن -01

بتوزیع الكمیات من مراكز التوزیع إلى مراكز الإستلام بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
11المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 32 33150, 50, 210, 10, 110X X X X X    

12المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 23 31 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي -02
 
 

11 11 21 21 22 22 32 32 33 33Z C X C X C X C X C X

Z 150 02 20 03 210 04 10 09 110 07 2060um

MAX

MAX

   

          

تبدأ هذه الطریقة بإختیار الخلیة التي لها أعلى عائد  :)RMA)(aximumRow M(الأعلىطریقة الصف -02
ربح في الصف الأول ویتم شغل هذه الخلیة بنفس الأسلوب السابق، ویستمر ذلك إلى أن یتم حذف الصف 

ونختار الخلیة التي لها أعلى عائد  ربح ویتم شغلها، الأول من مصفوفة النقل، ثم ننتقل إلى الصف الثاني 
ویستمر ذلك إلى أن یتم حذف الصف الثاني من مصفوفة النقل، وهكذاحتى یتم الإنتهاء من جمیع صفوف 

.مصفوفة النقل
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ia
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     13 21 22 3140, 110, 50, 180, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             23 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي -02
 
 

12 12 13 13 21 21 22 22 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 40 05 110 06 50 03 180 04 120 11 3050um
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MAX

   

          

تقوم هذه الطریقة على :)AMRM)(aximumModified Row M(المعدلالأعلىطریقة الصف -03
عمود الطلب على أعلى عائد في كل صف وذلك تبعا إلى عمود الطلب حیث یتم توزیعأعلى عائد ربحإختیار 

في السطر فإذا تم إستیفاء السطر ننتقل إلى السطر الثاني، وإذا لم یتم إستیفاء السطر وتم إستیفاء العمود ننتقل 
.إلى  عمود آخر وهكذا حتى یتم شطب جمیع الصفوف والأعمدة

ia
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
11المتغیرات الأساسیة هي                     13 21 22 3140, 110, 10, 220, 120X X X X X    

12المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             23 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي - 02
 
 

11 11 13 13 21 21 22 22 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 40 02 110 06 10 03 220 04 120 11 2970um
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MAX

   

          

تختلف هذه الطریقة عن الطریقة السابقة حیث :)CMA)(aximumColumn M(الأعلىطریقة العمود -04
الخلیة بنفس الأسلوب السابق وبعد تبدأ بإختیار الخلیة التي بها أعلى عائد ربح في العمود الأول ویتم شغل هذه 

.الإنتهاء من العمود الأول وحذفه ننتقل إلى العمود الثاني فالثالث وهكذا حتى یتم الإنتهاء من المصفوفة كلها
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الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیةوللتاكد من أن الحل
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي -02
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تقوم هذه الطریقة على :)MCMA) (AXIMUMModified Column M(المعدلالأعلىطریقة العمود -05
صف العرض على أعلى حیث یتم توزیعصف العرضوذلك تبعا إلى عمودفي كل أعلى عائد ربحإختیار 

عائد في العمود فإذا تم إستیفاء العمود ننتقل إلى العمود الثاني، وإذا لم یتم إستیفاء العمود وتم إستیفاء الصف 
.ننتقل إلى  صف آخر وهكذا حتى یتم شطب جمیع الأعمدة و الصفوف
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)العرض(مراكز التوزیع 
3P

2P1P

1 150a  013

13

06

0

C
X



12

12

05

150

C
X



11

11

02

0

C
X



A

2 230a 

180



110 0
23

23

08

110

C
X



22

22

04

70

C
X



21

21

03

50

C
X



B

3 120a  033

33

07

0

C
X



32

32

09

0

C
X



31

31

11

120

C
X



C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
 

  3 110b 2 220b 

70 0
1 170b 
50 0jb

وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي -02
 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um

MAX

MAX

   

          

أعلى عائدعلیها طریقة ویطلق:)AMM)(aximumMatrix M(في المصفوفةأعلى عائدطریقة -06
إلى ) المصادر(في مصفوفة النقل ثم تخصص كمیة من التجهیزات أعلى عائدبالمصفوفة ومنها نبحث عن 

للمصفوفة حتى یتم التخصیص للكل مع الأخذ بنظر الإعتبار التعدیل والحذف وذلك بالعائد الأعلىالطلبات 
بإنقاص الكمیة التي حددت للخلیة من مصدر الطلب والتجهیز، الطریقة تعتمد إستثمار التباین في الأسعار لا 

، لذا وضعت عائد، بل إن الهدف تأمین الإحتیاجات من أي مصدر تجهیز وبأیة بأعلى العوائدع المتطلبات إشبا
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متوفر في جدول النقل ومن ثم تحدید جهتي أعلى عائدلكي یتم البحث والتركیز بموجبها على أعلى عائدطریقة 
.العائد الأعلىلذلكالطلب والعرض المقابلة 

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي -02
 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um

MAX

MAX

   

          

قد یطلب أحیانا إیجاد أكبر :)VAM)(Vogal"s Approximation Méthod(طریقة فوجل التقریبیة-07
هذه الحالة تكون القیم المعطاة في المصفوفة هي مقدار الربح الناتج عن عملیة ربح ناتج عن عملیة النقل، في 

،ویمكن حل المسألة في هذه الحالة )مركز إستیلام(وكل مركز إستیراد) مركز توزیع(النقل بین كل مصدر 
:بإستخدام طریقة فوجل التقریبیة وفق الخطوات التالیة

لطلب والعرض من المواد المنقولة، إذا لم تكن المسألة متوازنة التأكد من توازن المصفوفة بین قیمتي ا-01
أو عمودا وهمیا یمثل مصنعا أو مستودعا یضم الفرق المذكور، وتكون أرباح النقل المتحققة من صفانضیف 

.أو العمود في النقل مساویة للصفرالصفإستخدام هذا 
.وكل عمودصفغیر متساویین في كل یحسب الفرق بین أكبر عائدین-02
.أو العمود ذا الفرق الأكبرالصفنأخذ -03
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أو العمود المختار، ونعمل على تلبیة طلبیة مركز الإستیراد الذي الصفنختار المربع ذا الربح الأكبر في -04
.یقع فیه هذا المربع من المصدر الذي یقابله

.نشطب الصف أو العمود الذي تمت تلبیة طلبیته-05
ق مرة أخرى لكل الأعمدة والصفوف،ونكرر العملیة السابقة إلى أن تلبى جمیع طلبیات نعید حساب الفر -06

.مراكز الإستیراد من المصادر المتاحة
یراعى الترتیب في إعتماد الصفوف والأعمدة للتوزیع بحیث ینظر أولا إلى الصفوف ثم الأعمدة، ونختار -07

القیمة الأولى وكذلك في الأعمدة وإذا تساوت قیمتان في أكبر قیمة فیهما، فإذا تساوت قیمتان في الصف تؤخذ
.تؤخذ القیمة الموجودة في الصفوف أولا وهكذاالصفوفالأعمدة و

V.A.M
ia
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي -02
 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um

MAX

MAX

   

          

321
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2

3



عابد علي.د.أبحوث العملیات       أساسیاتمحاضرات في مقیاس

188

تعتبر هذه الطریقة أفضل :)RAM)(Russels Approximation Méthod(طریقة روسیل التقریبة -08
،أما خطوات الحل ) الكبیرةخصوصا للمصفوفات(الأمثلأقرب للحل ) قاعدي(طینا حل أوليعمن سابقاتها لأنها ت

:بهذه الطریقة فهي كالتالي
jbولكل عمود نرمز لها بiaنقل لكل صف ونرمز لها بعائدتحدید أعلى -01
ijهيعائداتهاالأرباحمصفوفة نشكل -02 jiij C ba  

،ونعطي لمتغیرها أكبر كمیة ممكنة والتي تساويijنقلأكبر عائدنحدد الخلیة التي لها-03

 ij i ja ,bX min

العمود المتحقق وتغییر كمیة إجمالي الطلب أوالعرض الذي تقع فیه الخلیة إلى مقدار بحذف الصف او -04
.الفرق بین كمیتي العرض والطلب المقابلة لها

إذا بقي صف أو عمود واحد نعطي للصف او العمود المتبقي كمیات العرض أو الطلب المتبقیة-05
.ولىإذا بقي أكثر من صف أو عمود واحد نعود للخطوة الأ-06

ijالجدیدة بإستخدام العلاقة التالیةالأرباحنستخرج مصفوفة :المرحلة الأولى jiij C ba  

3P
2P1P

202019A
242122B
262933C

31Xوبالتالي یتم شغلها بالكمیة 31Xبعد تشكیل المصفوفة نلاحظ أن أكبر عائد نقل هو في الخلیة 
باستخدام العلاقة السابقة والجدول التالي یوضح ذلكالأرباحمصفوفة نعید إستخراج :المرحلة الثانیة

3P
2P1P

202019A
242122B

23Xوبالتالي یتم شغلها بالكمیة 23Xبعد تشكیل المصفوفة نلاحظ أن أكبر عائد نقل هو في الخلیة 
التالي یوضح ذلكباستخدام العلاقة السابقة والجدول الأرباحمصفوفة نعید إستخراج :المرحلة الثالثة

2P1P

2019A
2122B

21Xوبالتالي یتم شغلها بالكمیة 21Xبعد تشكیل المصفوفة نلاحظ أن أكبر عائد نقل هو في الخلیة 
باستخدام العلاقة السابقة والجدول التالي یوضح ذلكالأرباحمصفوفة نعید إستخراج :الرابعةالمرحلة 
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2P

20A
21B

22Xوبالتالي یتم شغلها بالكمیة 22Xبعد تشكیل المصفوفة نلاحظ أن أكبر عائد نقل هو في الخلیة 
باستخدام العلاقة السابقة والجدول التالي یوضح ذلكالأرباحمصفوفة نعید إستخراج :الخامسةالمرحلة 

2P

20A
12Xوبالتالي یتم شغلها بالكمیة 12Xنلاحظ أن الخلیة المتبقیة هي الخلیة 

ویمكن توضیح ما تم شرحه سابقا من خلال الجدول التالي

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- الأسطرعدد +عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي -02
 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um

MAX

MAX
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:بعد إتمام عملیة التوزیع لمسألة النقل بالطرق السابق ذكرها تم التوصل إلى النتائج التالیة:ملاحظة
تعظیم الأرباحتعظیم الأرباحتعظیم الأرباح

MAXالإبقاء على طریقة النقلMINإلى MAXتحویلطریقة النقلالرقم
01)NWC(2060ون)NWC(2060ون
02)RMI(3050ون)RMA(3050ون
03)MRMI(2970ون)MRMA(2970ون
04)CMI(3380ون)CMA(3380ون
05)MCMI(3380ون)MCMA(3380ون
06)MMI(3380ون)MMA(3380ون
07)VAM(3380ون)VAM(3380ون
08)RAM(3380ون)RAM(3380ون

یتم إختیار أمثلیة الحل :في مسائل التعظیمالحل الأمثلوصولا إلى ) القاعدي(طرق تحسین الحل الأولي -11
في مسائل النقل بنفس الفكرة المتبعة في طریقة السمبلكس والتي تعتمد على فكرة أثر تحویل ) القاعدي(الأولي 

المتغیرات غیر الأساسیة في الحل إلى متغیرات أساسیة وإن كان ذلك سیتم في نموذج النقل بطریقة تتناسب مع 
.ذجخصائص هذا النمو 

ویوجد عدة طرق یمكن من خلالها إختبار أمثلیة الحل ومن بین هذه الطرق نذكر التالي
)Stepping Stone Method(طریقة المسار المتعرج -
)Modified Distribution Method(طریقة التوزیع المعدل -

18نفس معطیات المثال رقم:91مثال
:المطلوب

طریقة الركن الشمالي الغربي وبطریقة تحویل مصفوفة الأرباح إلى مصفوفة أوجد الحل الأولي بإستخدام -01
الخسائر النسبیة؟

:أوجد الحل الأمثل بإستخدام إحدى الطرق التالیة-02
)Stepping Stone Method(طریقة المسار المتعرج - 02-01
)Modified Distribution Method(طریقة التوزیع المعدل - 02-02
الأولي بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي و بطریقة دالة الهدف من نوع تعظیم؟أوجد الحل -03
:أوجد الحل الأمثل بإستخدام إحدى الطرق التالیة-04
)Stepping Stone Method(طریقة المسار المتعرج - 04-01
)Modified Distribution Method(طریقة التوزیع المعدل - 04-02
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:الحل
الأولي بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي وبطریقة تحویل مصفوفة الأرباح إلى الأوليإیجاد الحل -01

مصفوفة الخسائر النسبیة
لدینا مماسبق وحسب طریقة الركن الشمالي الغربي

ia
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=عدد الخلایا المملوءة

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
11المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 32 33150, 20, 210, 10, 110X X X X X    

12المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 23 31 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي - 02

 

 
     

m n m n

ijij ij
i 1 j 1 i 1 j 1
m n

11 21 22 32 3311 21 22 32 33ij
i 1 j 1

MAX Z X C X

X C X C X C X C X C X

MAX Z 500 150 09 20 08 210 07 10 02 110 04 2060um
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                  =

:إحدى الطرقتین التالیتینإیجاد الحل الأمثل بإستخدام -02
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)Stepping Stone Method(طریقة المسار المتعرج - 02-01
أربعة  ویمكن توضیحها من خلال بما انه یوجد لدینا أربعة متغیرات غیر أساسیة إذن فعدد المسارات هو

الجدول التالي
المتغیرات غیر الأساسیةالمسار المغلق للمتغیر الأساسيالمباشرةالتكلفة غیر 

06 07 08 09 02    
12 22 21 11 12X X X X X  12X

05 09 08 07 02 04 05      13 11 21 22

32 33 13

X X X X
X X X
 

  


13X

03 07 02 04 06    23 22 32 33 23X X X X X  23X

0 02 07 08 03    31 32 22 21 31X X X X X  31X

:ذات المسار المغلق التالي23Xنلاحظ أن الخلیة الفارغة ذات أعلى مؤشر تحسین بإشارة سالبة هي الخلیة 
23 22 32 33 23X X X X X  

فیها أينختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة 

   
23 22 32 33 23X X X X X  

 



   22 33MIN , MIN 210,110 110X X  

ون660)=6-(×110الوفر الإجمالي للتكلفة هو 
ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى  

:كما هي

ia
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  3 110b 2 220b 1 170b jb

11المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 32150, 20, 100, 110, 120X X X X X    

12المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 31 33 0X X X X  
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:وللنقل فهالأرباح الكلیةأما 
 
 

11 11 21 21 22 22 23 23 32 32Z C X C X C X C X C X

Z 150 02 20 03 100 04 110 08 120 09 2720um

MAX

MAX

   

          

نعید إختبار الخلایا الفارغة للتأكد من أن الحل المتوصل إلیه هو حل أمثل
المتغیرات غیر الأساسیةالمسار المغلق للمتغیر الأساسيالتكلفة غیر المباشرة

06 07 08 09 02    12 22 21 11 12X X X X X  12X

05 03 08 09 01   13 23 21 11 13X X X X X  13X

0 02 07 08 03    31 32 22 21 31X X X X X  31X
04 02 07 03 06   33 32 22 23 33X X X X X  33X

:ذات المسار المغلق التالي31Xنلاحظ أن الخلیة الفارغة ذات أعلى مؤشر تحسین بإشارة سالبة هي الخلیة 
31 32 22 21 31X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي

   
31 32 22 21 31X X X X X  

 



   21 32MIN , MIN 20,120 20X X  

ون60)=3-(×20الوفر الإجمالي للتكلفة هو 
ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى  

:كما هي

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع 
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  3 110b 2 220b 1 170b jb

11المتغیرات الأساسیة هي                     22 23 31 32150, 120, 110, 20, 100X X X X X    

12المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 21 33 0X X X X  
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:أما الأرباح الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 22 22 23 23 31 31 32 32Z C X C X C X C X C X

Z 150 02 120 04 110 08 20 11 100 09 2780um

MAX

MAX

   

          

نعید إختبار الخلایا الفارغة للتأكد من أن الحل المتوصل إلیه هو حل أمثل
المتغیرات غیر الأساسیةللمتغیر الأساسيالمسار المغلق التكلفة غیر المباشرة

06 02 0 09 05    12 32 31 11 12X X X X X  12X

05 03 07 02 0 09 02      
13 23 22 32

31 11 13

X X X X
X X X
 

  


13X

08 07 02 0 03   21 22 32 31 21X X X X X  21X
04 02 07 03 06   33 32 22 23 33X X X X X  33X

:ذات المسار المغلق التالي12Xنلاحظ أن الخلیة الفارغة ذات أعلى مؤشر تحسین بإشارة سالبة هي الخلیة 
12 32 31 11 12X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي

   
12 32 31 11 12X X X X X  

 



   11 32MIN , MIN 150,100 100X X  

ون240)=5-(×100الوفر الإجمالي للتكلفة هو 
ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى  

:كما هي
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  3 110b 2 220b 1 170b jb

11المتغیرات الأساسیة هي                     12 22 23 3150, 100, 120, 110, 120X X X X X    

13المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             21 32 33 0X X X X  
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:أما الأرباح الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 12 12 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 50 02 100 05 120 04 110 08 120 11 3280um

MAX

MAX

   

          

نعید إختبار الخلایا الفارغة للتأكد من أن الحل المتوصل إلیه هو حل أمثل
المتغیرات غیر الأساسیةللمتغیر الأساسيالمسار المغلق التكلفة غیر المباشرة

05 06 07 03 03   13 12 22 23 13X X X X X  13X

08 09 06 07 02    21 11 12 22 21X X X X X  21X
02 0 09 06 05   32 31 11 12 32X X X X X  32X

04 03 07 06 09 0 11     33 23 22 12

11 31 33

X X X X
X X X
 

  


33X

:ذات المسار المغلق التالي21Xسالبة هي الخلیة الشارة الإنلاحظ أن الخلیة الفارغة ذات 
21 11 12 22 21X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي

   
21 11 12 22 21X X X X X  

 



   11 22MIN , MIN 50,120, 50X X  

ون100)=2-(×50الوفر الإجمالي للتكلفة هو 
ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى  

:كما هي

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع 
3P

2P1P

1501a 13

13

05

0

C
X



12

12

06

150

C
X



11

11

09

0

C
X



A

2302a 23

23

03

110

C
X



22

22

07

70

C
X



21

21

08

50

C
X



B

1203a 33

33

04

0

C
X



32

32

02

0

C
X



31

31

0

120

C
X



C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
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12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  
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:أما الأرباح الكلیة للنقل فهي
 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um

MAX

MAX

   

          

نعید إختبار الخلایا الفارغة للتأكد من أن الحل المتوصل إلیه هو حل أمثل
المتغیرات غیر الأساسیةللمتغیر الأساسيالمسار المغلق التكلفة غیر المباشرة

09 06 07 08 02   11 12 22 21 11X X X X X  11X

05 06 07 03 03   13 12 22 23 13X X X X X  13X
02 0 08 07 03   32 31 21 22 32X X X X X  32X
04 03 08 0 09   33 23 21 31 33X X X X X  33X

نلاحظ من خلال الجدول السابق أن جمیع المسارات المغلقة ذات تكلفة مباشرة موجبة أو معدومة إذن فالحل 
.أمثل
)Modified Distribution Method(طریقة التوزیع المعدل - 02-02

ia
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بعد تحدید قیم كل من  iIو jJم بحساب قیمة و نقijEالإقتصاد في التكلفة
أكبر (نختار أقل قیمة سالبةوللقیام بعملیة التحسین قیمة سالبةأكثر من نلاحظ أنه توجد ijEبعد حساب قیمة

وذلك بإضافة أو طرح قیمة بالمسار المغلقونكون إنطلاقا منها مایسمى 23Xوهي)بالقیمة المطلقةقیمة 

23 22 32 33 23X X X X X  
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نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي
23 22 32 33 23X X X X X  

             (-)                     (-)

   22 33,MIN MIN 210,110 110X X  

:تعدیل فتبقى كما هيأما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها نقوم بتوزیع الخلیة الجدیدة  حسب مسارها الجدید ،

ia
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2P1P

3 03J  2 07J  1 08J  

1 150a 
13

13

13

05

0

01

C
X
E

 



 

12

12

12

06

0

02

C
X
E

 



 

11

11

11

09

150

0

C
X
E

 




1 01I  A

2 230a 
23

23

23

03

110

0

C
X
E

 





22

22

22

07

100

0

C
X
E

 





21

21

21

08

20

0

C
X
E

 




2 0I B

1203a 
33

33

33

04

0

02

C
X
E

 





32

32

32

02

120

0

C
X
E

 





31

31

31

0

0

03

C
X
E





 
3 05I C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
 

  3 110b 2 220b 1 170b jb

31X، نعید الحساب من جدید وذلك بإختیار الخلیةمما یعني أن الحل لیس أمثلijEلا تزال هناك قیم سالبة ل

وذلك بإضافة أو طرح قیمة بالمسار المغلقونكون إنطلاقا منها مایسمى  

31 32 22 21 31X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي
31 32 22 21 31X X X X X  

             (-)                     (-)

   21 32,MIN MIN 20,120 20X X  

ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى كما 
:هي
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ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

مراكز التوزیع 
)العرض( 3P
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3 04J 2 0J 1 02J 

1 150a 
13

13

13

05

0

02

C
X
E

 



 

12

12

12

06

0

05

C
X
E

 



 

11

11

11

09

150

0

C
X
E

 




1 11I  A

2 230a 
23

23

23

03

110

0

C
X
E

 





22

22

22

07

120

0

C
X
E

 





21

21

21

08

0

03

C
X
E

 




2 07I  B

3 120a 
33

33

33

04

0

06

C
X
E

 





32

32

32

02

100

0

C
X
E

 





31

31

31

0

20

0

C
X
E






3 02I  C

3 3

i 1 j 1
i ja b

 
 3 110b 2 220b 1 170b jb

12X، نعید الحساب من جدید وذلك بإختیار الخلیةمما یعني أن الحل لیس أمثلijEللا تزال هناك قیم سالبة 

وذلك بإضافة أو طرح قیمة بالمسار المغلقونكون إنطلاقا منها مایسمى  

12 32 31 11 12X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي
12 32 31 11 12X X X X X  

             (-)                     (-)

   11 32,MIN MIN 150,100 100X X  

مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقىننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع 
:كما هي

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 
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، نعید الحساب من الحل لیس أمثلمما یعني أن 21Xوهي في الخلیةijEلا تزال هناك قیم سالبة واحدة ل
مع إضافة أو طرح قیمةمسار مغلقجدید وذلك  بتكوین  

21 11 12 22 21X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي
21 11 12 22 21X X X X X  

             (-)                     (-)

   11 22,MIN MIN 50,120 50X X  

ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى كما 
:هي
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.موجبة أو معدومة فالحل أمثلijEنلاحظ أن جمیع قیم 
:وهفالربح الأعظميأما 

 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um

MAX

MAX
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أو بالطریقة المباشرة

           
n

ij ijij ij
i 1

06 110 03 20 05 100 02 50 3380umC C E C 2610


        
الحل الأولي بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي و بطریقة دالة الهدف من نوع تعظیمإیجاد -03

في هذه الطریقة نقوم بتوزیع :)North West Corner Method)(NWC(طریقة الركن الشمالي الغربي
الكمیات من مراكز التوزیع إلى مراكز الإستلام بإستخدام طریقة الركن الشمالي الغربي

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 
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وللتاكد من أن الحل الأولي مقبول لابد من تحقیق العلاقة التالیة
01- عدد الأسطر+عدد الأعمدة=المملوءةعدد الخلایا 

 K K 03 03 01 05m n 1      

مقبولالأوليوبالتالي فالحل 
11المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 32 33150, 50, 210, 10, 110X X X X X    

12المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 23 31 0X X X X  

حساب الربح الأعظمي - 
 
 

11 11 21 21 22 22 32 32 33 33Z C X C X C X C X C X

Z 150 02 20 03 210 04 10 09 110 07 2060um

MAX

MAX

   

          

:تینالتالیتینالحل الأمثل بإستخدام إحدى الطرقإیجاد-04
في هذه الطریقة نتبع نفس خطواتها في : )Stepping Stone Method(طریقة المسار المتعرج - 04-01

ونتوقف عن للأرباح،فقط مع تغییر إشارة المسارات المغلقة حیث نأخذ أكبر قیمة موجبةحالة تقلیل التكالیف
.الحل عندما تصبح جمیع المسارات المغلقة ذات إشارة سالبة أو معدومة
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بما انه یوجد لدینا أربعة متغیرات غیر أساسیة إذن فعدد المسارات هو أربعة  ویمكن توضیحها من خلال و 
الجدول التالي

المتغیرات غیر الأساسیةالمسار المغلق للمتغیر الأساسيغیر المباشرةالأرباح
05 04 03 02 02   

12 22 21 11 12X X X X X  12X

06 02 03 04 09 07 05     13 11 21 22

32 33 13

X X X X
X X X
 

  


13X

08 04 09 07 06   23 22 32 33 23X X X X X  23X

11 09 04 03 03   31 32 22 21 31X X X X X  31X

:ذات المسار المغلق التالي23Xهي الخلیة موجبة نلاحظ أن الخلیة الفارغة ذات أعلى مؤشر تحسین بإشارة 
23 22 32 33 23X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي

   
23 22 32 33 23X X X X X  

 



   22 33MIN , MIN 210,110 110X X  

ون660)=6(×110هو الربح الإضافي الإجمالي
مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى  ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع 

:كما هي
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11المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 32150, 20, 100, 110, 120X X X X X    

12المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 31 33 0X X X X  

:أما الربح الكلي للنقل فهو
 
 

11 11 21 21 22 22 23 23 32 32Z C X C X C X C X C X

Z 150 02 20 03 100 04 110 08 120 09 2720um

MAX

MAX
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نعید إختبار الخلایا الفارغة للتأكد من أن الحل المتوصل إلیه هو حل أمثل
المتغیرات غیر الأساسیةالمسار المغلق للمتغیر الأساسيالأرباح غیر المباشرة

05 04 03 02 02   12 22 21 11 12X X X X X  12X

06 08 03 02 01    13 23 21 11 13X X X X X  13X

11 09 04 03 03   31 32 22 21 31X X X X X  31X
07 09 04 08 06    33 32 22 23 33X X X X X  33X

:ذات المسار المغلق التالي31Xهي الخلیة موجبةنلاحظ أن الخلیة الفارغة ذات أعلى مؤشر تحسین بإشارة 
31 32 22 21 31X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي

   
31 32 22 21 31X X X X X  

 



   21 32MIN , MIN 20,120 20X X  

ون60)=3(×20هو الربح الإضافي الإجمالي 
بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى  ننتقل إلى الجدول التالي

:كما هي

ia
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11المتغیرات الأساسیة هي                     22 23 31 32150, 120, 110, 20, 100X X X X X    

12المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 21 33 0X X X X  

:أما الأرباح الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 22 22 23 23 31 31 32 32Z C X C X C X C X C X

Z 150 02 120 04 110 08 20 11 100 09 2780um

MAX

MAX
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نعید إختبار الخلایا الفارغة للتأكد من أن الحل المتوصل إلیه هو حل أمثل
المتغیرات غیر الأساسیةالمسار المغلق للمتغیر الأساسيالأرباح غیر المباشرة

05 09 11 02 05   12 32 31 11 12X X X X X  12X

06 08 04 09 11 02 02     
13 23 22 32

31 11 13

X X X X
X X X
 

  


13X

03 04 09 11 03    21 22 32 31 21X X X X X  21X
07 09 04 08 06    33 32 22 23 33X X X X X  33X

:ذات المسار المغلق التالي12Xهي الخلیة موجبةنلاحظ أن الخلیة الفارغة ذات أعلى مؤشر تحسین بإشارة 
12 32 31 11 12X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي

   
12 32 31 11 12X X X X X  

 



   11 32, 150,100 100MIN MINX X  

ون500)=5(×100هو الربح الإضافي الإجمالي 
التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى  ننتقل إلى الجدول 

:كما هي
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11المتغیرات الأساسیة هي                     12 22 23 3150, 100, 120, 110, 120X X X X X    

13المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             21 32 33 0X X X X  

:أما الأرباح الكلیة للنقل فهي
 
 

11 11 12 12 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 50 02 100 05 120 04 110 08 120 11 3280um

MAX

MAX
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نعید إختبار الخلایا الفارغة للتأكد من أن الحل المتوصل إلیه هو حل أمثل
المتغیرات غیر الأساسیةالمسار المغلق للمتغیر الأساسيالأرباح غیر المباشرة

06 05 04 08 03    13 12 22 23 13X X X X X  13X

03 02 05 04 02   21 11 12 22 21X X X X X  21X
09 11 02 05 05    32 31 11 12 32X X X X X  32X

07 08 04 05 02 11 11      33 23 22 12

11 31 33

X X X X
X X X
 

  


33X

:ذات المسار المغلق التالي21Xهي الخلیة الموجبة  الوحیدة نلاحظ أن الخلیة الفارغة ذات الإشارة 
21 11 12 22 21X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي

   
21 11 12 22 21X X X X X  

 



   11 22, 50,120 50MIN MINX X  

ون100)=2(×50هو الربح الإضافي الإجمالي 
التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى  ننتقل إلى الجدول 

:كما هي

ia
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع 
3P

2P1P
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C

3 3

i j
i 1 j 1

500a b
 

  3 110b 2 220b 1 170b jb

12المتغیرات الأساسیة هي                     21 22 23 31150, 50, 70, 110, 120X X X X X    

11المتغیرات غیر الأساسیة هي                                             13 32 33 0X X X X  

:أما الأرباح الكلیة للنقل فهي
 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um

MAX

MAX
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نعید إختبار الخلایا الفارغة للتأكد من أن الحل المتوصل إلیه هو حل أمثل

المسار المغلق للمتغیر الأساسيالأرباح غیر المباشرة
المتغیرات غیر 

الأساسیة
02 05 04 03 02    11 12 22 21 11X X X X X  11X

06 05 04 08 03    13 12 22 23 13X X X X X  13X

09 11 03 04 03    32 31 21 22 32X X X X X  32X

07 08 03 11 09    33 23 21 31 33X X X X X  33X

أو معدومة إذن فالحل سالبةمباشرة إیراداتنلاحظ من خلال الجدول السابق أن جمیع المسارات المغلقة ذات 
.أمثل
في هذه الطریقة نستخدم نفس :)Modified Distribution Method(طریقة التوزیع المعدل - 04-02

:اللإختلافات الجوهریة والتي نعرضها كالتاليالخطوات المتبعة في حالة التقلیل مع بعض 
.بإحدى الطرق التي سبق شرحها) القاعدي(نستخرج أولا الحل الأولي -01
.نستخرج المتغیرات الأساسیة وغیر الأساسیة- 02
نضیف عمود-03 iI وسطر jJ

نحسب-04 iIو jJ إنطلاقا من وضع إما 1 0I  أو iIو jJ الموجودة في السطر او العمود ذو
).0(أكبر عدد من الخانات المملوءة مساویا للصفر

05-
i: العلاقة التالیة -06 j ijI J C  تخص الخلایا المملوءة فقط، ولحساب iIو jJ نضع 1 0I .
i:والتي تسمى الإقتصاد وهذا حسب العلاقة التالیةijEیتم حساب القیمة-07 jij ijE I J C  

سالبة أو معدومة فالحل أمثل،أما إذا وجدت قیمة موجبة على الأقل یجب القیم ijEإذا كانت قیم كل -08
بعملیة التحسین،

وهو عبارة عن بالمسار المغلقللقیام بعملیة التحسین نختار أكبر قیمة موجبة ونكون إنطلاقا منها مایسمى -09
أقل قیمة سالبة والتي نضع بها شكل ذو مستقیمات لیست مائلة وله زوایا قائمة حیث ینطلق من الخانات ذات

 ونضع بالتناوب ) متغیرات أساسیة(،أي نكون مسار مغلق تكون زوایاه خانات مملوءة ویعود إلیها 
و 

یتم تحدید قیمة-10  من خلال الخانات التي یوجد بها حیث نأخذ أقل قیمة أي
 

ij

ij ij

Min X

X 
 ،

.أو النقصانبالزیادةونعوضها إما 
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إدخال قیمةالقیم المحصل علیها بعد -11 توضع في جدول جدید ونقوم بحساب كل من iIو jJ

أو معدومة سالبةijEالخاصة به ونعید العملیات السابقة للتأكد من أمثلیة الحل إلى غایة الحصول على قیمة
.الارباحثم نحسب 

أيijEمجموع + السابقةالأرباحالجدیدة الناتجة عن عملیة التحسین هي نفسها الأرباح-12
n

i 1
ij ij ijC C E



  

.الجدیدةالأرباح: ijC:بحیث

ijC:السابقةالأرباح.

)الطلب(مراكز الإستلام 
)العرض(مراكز التوزیع 
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  3 110b 2 220b 1 170b 

الإقتصاد نقوم بحساب قیمة وبعد تحدید قیم كل من 
موجبة قیمة كبرنختار أوللقیام بعملیة التحسین موجبةنلاحظ أنه توجد  أكثر من قیمة بعد حساب قیمة

وذلك بإضافة أو طرح قیمة بالمسار المغلقونكون إنطلاقا منها مایسمى وهي
23 22 32 33 23X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي

   
23 22 32 33 23X X X X X  

 



   22 33,MIN MIN 210,110 110X X  

ia3P
2P1P

jb

 iI jJijE

ijE

23X 
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:الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى كما هينقوم بتوزیع الخلیة الجدیدة  حسب مسارها الجدید ،أما بقیة
)الطلب(مراكز الإستلام 

)العرض(مراكز التوزیع 
3J 052J 011J 0
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  3 110b 2 220b 1 170b 

الخلیة، نعید الحساب من جدید وذلك بإختیار مما یعني أن الحل لیس أمثللموجبةلا تزال هناك قیم 
وذلك بإضافة أو طرح قیمة بالمسار المغلقونكون إنطلاقا منها مایسمى 

31 32 22 21 31X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي

   
31 32 22 21 31X X X X X  

 



   21 32,MIN MIN 20,120 20X X  

ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى كما 
:هي

)الطلب(مراكز الإستلام 
)العرض(مراكز التوزیع 
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، نعید الحساب من جدید وذلك بإختیار الخلیةمما یعني أن الحل لیس أمثللموجبةلا تزال هناك قیم 
وذلك بإضافة أو طرح قیمة بالمسار المغلقونكون إنطلاقا منها مایسمى 

12 32 31 11 12X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي

   
12 32 31 11 12X X X X X  

 



   11 32,MIN MIN 150,100 100X X  

ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى كما 
:هي

)الطلب(مراكز الإستلام 
)العرض(مراكز التوزیع 
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، نعید الحساب من مما یعني أن الحل لیس أمثلوهي في الخلیةواحدة لموجبةلا تزال هناك قیم 
مع إضافة أو طرح قیمةمسار مغلقجدید وذلك  بتكوین 

21 11 12 22 21X X X X X  

نختار الخلایا التي تحمل إشار سالبة في المسار المغلق ونختار أقل قیمة فیها أي

jb

ijE

12X 

ia3P
2P1P

jb

ijE21X
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21 11 12 22 21X X X X X  

 



   11 22,MIN MIN 50,120 50X X  

ننتقل إلى الجدول التالي بحسب توزیع مسار الخلیة الجدیدة أما بقیة الخلایا التي لم یطرأ علیها تعدیل فتبقى كما 
:هي

)الطلب(مراكز الإستلام 
)العرض(مراكز التوزیع 
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.أو معدومة فالحل أمثلسالبةنلاحظ أن جمیع قیم 
:أما الربح الأعظمي فهو

 
 

12 12 21 21 22 22 23 23 31 31Z C X C X C X C X C X

Z 150 05 50 03 70 04 110 08 120 11 3380um

MAX

MAX

   

          

أو بالطریقة المباشرة
           

n

ij ijij ij
i 1

06 110 03 20 05 100 02 50 3380umC C E C 2610


        

ia3P
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jb

ijE
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